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Ozet: Bu calismada, iki boyutlu Laplace denkleminin niimerik ¢éziimleri incelenmistir. Problem geometrisi,
elektrik potansiyelleri bilinen 4 iletkenden olusan, z ekseni boyunca sonsuz uzun iki boyutlu kapalr bir Karesel
bélge olarak ele alimmustir. Oncelikle ¢oziim bélgesinde bir ag olusturularak ayriklastirma islemi yapilarak, her
bir diigiim noktasi icin, sonlu fark yontemi ile fark denklemleri elde edilmis ve dogrusal bir denklem seti
olusturulmustur. Ardindan Gauss-Siedel metodu ile bilinmeyen potansiyeller icin iteratif sekilde ¢oziim elde
edilmigtir. Ayni problem rastgele yiiriiyiis metodu kullanilarak da ¢éziilmiis ve sonuglar gergek ¢oziim ifadesiyle
karsilastirilp, niimerik tablo ve potansiyel grafikleri ile sunulmugtur.

Abstract: In this study, numerical solutions of two dimensional Laplace equation are analysed. Problem
geometry is a closed square region with 4 conducting walls and infinitely long in z axis with known electric
potentials. Firstly geometry is meshed for discretization process, after that difference equations are written for
each node and a linear equation set is obtained. Afterwards Gauss-Siedel method is utilized to find unknown
potentials iteratively. Same problem is analyzed using random walk method and results are compared with the
exact solutions and presented with numerical tables and figures.

1. Giris

Kismi diferansiyel denklemler miihendislikte cokca ele alinan problemlerden birisidir. Kismi diferansiyel
denklem formunda olan Laplace denklemi de akiskanlar mekanigi [1], 1s1 akisi problemleri [2] ve
elektromanyetikte [3] sikg¢a karsilasilan denklemlerden biri olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Literatiirdeki
calismalarda yiik ve potansiyel dagilimi, elektrik alan, kapasitans hesaplamalarinda siklikla Laplace denkleminin
¢oziimii ele alinmustir [4]. Bu ¢alismada, elektrik potansiyelleri bilinen 4 iletkenden olusan, z ekseni boyunca
sonsuz uzun iki boyutlu kapali bir karesel bdlgede analiz yapilmistir. Ust kisimda bulunan iletkenin potansiyeli
belli bir degerde iken, diger simrlarda potansiyel sifir segilmistir. I¢ bdlgedeki elektrik potansiyel ifadesini
bulmak i¢in Laplace denklemi ilk olarak, x ve y degiskenlerine gére kismi diferansiyel denklem olarak
yazilmustir. Dirichlet tipi sinir kosullar1 yazildiktan sonra, ¢6ziim bolgesinde bir ag olusturularak ayriklagtirma
islemi yapilir. Her bir diigiim noktast igin, fark denklemleri elde edilmis ve dogrusal bir denklem seti
olusturulmustur. Ardindan Gauss-Siedel metodu ile bilinmeyen potansiyeller iteratif sekilde yerine yazilarak
¢Oziim elde edilmistir.

Kullanilan diger bir niimerik yontem de rastgele yiiriiyiis metodudur. Bu metotta, ayriklagtirma yapilan her bir
diigiim tizerinde rastgele bir yon secilerek, 4 yonden birine dogru bir yiiriiyiis yapilir. Ulasilan diigiim noktasi
i¢in tekrar rastgele bir yon secilir ve bu islem smir bdlgelerine gelinceye kadar devam eder. Siir bolgesine
gelindiginde bu siirdaki potansiyel kayit edilir. Rastgele yiirliyilis sayisi kadar igslem yapildiginda, ulasilan sinir
potansiyel degerlerinin aritmetik ortalamasi, o diiglim noktasinin potansiyel degeridir.

Her iki ¢6ziimiin dogrulugunu belirlemek i¢in ger¢ek ¢oziimde verilen sonsuz toplam ifadesiyle karsilastirma
yapilmigtir. Her bir diigiimdeki potansiyelin hesaplanmasindaki yapilan niimerik hata da tablo olarak
sunulmugtur. Yiizeysel ve kontur potansiyel dagilimlart ayr1 ayr1 gosterilmistir. Sonlu farklar ¢6ziimiiniin daha
yiiksek dogrulukta sonuglar verdigi gozlenmistir.

2. Materyal ve Metot
Sonlu farklar metodu incelendiginde; problem geometrisi kullanilarak 2 boyutta Laplace denklemi, x ve y
degiskenlerine bagli olarak yazildiginda, (1) elde edilir.
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Daha sonra sinir kosullari ile belirli bir bolgede ¢6ziim elde edilmeye ¢aligilmistir. Bu sinir kosullar yazildiginda

U =100V (x,y=1, U=0V (x,y=0),U =0V (x=0,y)U =0V (x=1y) 2
ifadesi elde edilir. Burada U, bilinmeyen potansiyeldir. Simirlardaki potansiyeller Dirichlet sinir kosullari ile
verilmistir. Oncelikle problem geometrisi, ag yapist geregi hiicrelere ayrilir. Ardindan, diferansiyel denklem
merkezi farklar yontemi ile (3) kullanilarak sonlu fark denklemine doniistiiriilir. Burada i ve j indisleri x ve y
eksenindeki her bir diigiim noktasini belirtmektedir.

U +Uig U Uy
U= 2 ®)
Her bir diigiim noktasi i¢in, (3) kullanilarak bir lineer denklem sistemi olugturulur. Ardindan da bilinmeyen
potansiyel degerleri Gauss-Siedel yontemi ile iteratif olarak bulunur.
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Sekil 1. Problem Geometrisi

Problem geometrisi Sekil 1'de verilmistir. Késeleri (0,0), (0,1), (1,0) ve (1,1) koordinatlarinda bulunan karesel
bolgede, kenarlar miikkemmel iletken ve z ekseninde sonsuz uzun yapilardir. Her bir kenarin potansiyeli
belirtilmistir. Numerik ¢6ziimde, Gauss-Siedel metodu ile 500 iterasyon sonrasi sonuglar elde edilmistir.
Rastgele yiirliylis metodunda ise, ayni ayriklagtirma kullanilarak, her bir diigiim noktas: igin 2000 rastgele
yiiriiylis alinarak, sinirlara ulasildiginda o sinirdaki potansiyeller toplanarak, ilgili diigiim noktasinin potansiyeli

aritmetik ortalama ile elde edilmistir (4).
M =2000

U(x,y)=% > (X +y) @

n=1.
Bu iki metodun sonuglari da gercek ¢oziimle karsilasgtirilmistir. (5) ile verilen gercek ¢6ziim ifadesinde a=b=1 ve
V=100 V olarak alinmustir.

Uy =20 3

1sin(x/Q) Gonnzy/a) ©
T n=13,5... n

sinh(nzb/a)

3. Niimerik Sonuclar:

Probleme Gauss-Siedel Metodu uygulandiginda, 500 iterasyon sonucu hiicre araligi olarak da 0.1 alinarak ¢6ziim
elde edilmistir. Elektrik potansiyel dagiliminin yiizeysel ve kontur dagilimi sirasiyla Sekil 2(a) ve (b)'de
verilmistir. Ardindan rastgele yiiriiylis metodu kullanilarak, her bir diigiim noktasi i¢in 2000 rastgele yiiriiyiis
sayist segilerek potansiyeller elde edilmis ve Sekil 2(c) ve (d)'de sunulmustur.

Sekil 2(a). Sonlu Farklar ve Gauss-Siedel Metodu ile Figure 2(b). Sonlu Farklar ve Gauss-Siedel Metodu
elde edilen potansiyel dagilimi ile elde edilen potansiyelin kontur dagilimi

Figure 2(d). Rastgele yiiriiyiis metodu ile elde edilen

Sekil 2(c). Rastgele yiirilylis metodu ile elde edilen e 5
potansiyelin kontur dagilimi

potansiyel dagilimi



URSI-TURKIYE 2021 X. Bilimsel Kongresi, Gebze Teknik Universitesi, Kocaeli

Sekil 2(e). Toplam ifadesi ile elde edilen potansiyel Sekil 2(f). Toplam ifadesi ile elde edilen potansiyelin
dagilimi kontur dagilim1

Son olarak da toplam ifadesi ile elde edilen potansiyel dagilimlar1 da Sekil 2(e) ve (f)'de gosterilmistir. Bu
sekiller elde edilirken, 200 terim toplami alinmugtir. Bu sekiller incelendiginde, hepsinde 0 V potansiyelindeki
kenarlara yaklastik¢a, potansiyel degerleri de 0 V'a yaklasirken, 100 V potansiyelindeki kenara yakin bolgedeki
potansiyeller de bu degere yaklagsmaktadir.

Uygulanan metotlarin dogrulugunu anlamak igin her bir diigiim noktasinin potansiyel degerinin ger¢ek ¢oziim
degerleri ile karsilastirilmis ve sonlu fark metodu sonuglarinin daha dogru oldugu goriilmiistiir. Rastgele yiiriiyiis
metodu sonuglari ile sonlu fark metodunun arasindaki potansiyel degerler arasindaki farklari anlamak adina bagil
hata degerleri elde edilmis ve Tablo 1'de verilmistir. Bu degerler p=(V, Voo )/ Vg, €sitligi ile bulunmus

astgele

olup, bagil hata degerlerinin her bir diiglim noktasi i¢in kii¢iik oldugu goriilmiistiir.

onlu

Tablo 1. Bagil hata degerleri (B )

Pozisyon | x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 x=0.6 x=0.7 x=0.8 x=0.9

y=0.1 0.3594 -0.0185 -0.1262 0.1914 0.1206 -0.0311 0.1518 0.1958 -0.0469

y=0.2 0.0133 0.2515 -0.0760 -0.0612 0.1371 0.0307 0.0979 -0.0091 -0.0296

y=0.3 -0.0615 -0.1037 -0.0408 0.0887 0.0424 -0.1385 -0.1377 -0.1037 0.0700

y=0.4 0.0489 -0.0051 0.0131 -0.0010 0.0445 -0.0128 0.0751 -0.0611 -0.0213

y=0.5 -0.0359 -0.0417 -0.0587 0.0393 0.0310 0.0100 0.0065 -0.0320 0.0426

y=0.6 -0.0768 0.0180 0.0069 0.0035 0.0213 -0.0327 0.0310 0.0316 0.1185

y=0.7 -0.0165 -0.0112 -0.0224 -0.0168 0.0091 0.0154 0.0087 0.0461 -0.0612

y=0.8 -0.0570 0.0097 0.0028 -0.0010 -0.0216 0.0181 -0.0225 -0.0068 0.0107

y=0.9 -0.0051 0.0283 -0.0174 0.0216 0.0177 0.0076 0.0032 0.0135 0.0052

4. Sonuclar

Sonlu farklar yontemi ve rastgele yiiriiyiis yontemleri kullanilarak, Laplace denkleminin iki boyutta niimerik
¢oziimii yapilmisgtir. Gergek ¢6ziim ile karsilagtirilmistir. Her iki ¢6ziim igin potansiyel dagilimlar1 grafik olarak
verilmistir. Yapilan bagil hata da tablo olarak sunulmus ve rastgele yiiriiylis metodu sonuglarinin sonlu fark
metoduna yaklastigi goriilmistiir. Kullanilan metotlar ile daha biiyiik ve karmasik geometrilerin ¢6ziimii ¢ok
daha kolay ve etkili bir sekilde yapilabilmektedir.
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