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Özet: Zaman uzayı integral denklemlerin çözümü için kullanılan zamanda adımlama yönteminin (ZAY’ın) 
kararlılığını arttırmak için zamana göre ön-koşullama kavramı önerilmiştir. Zamana göre ön-koşullama ZAY 
matris sisteminin sağdan ve soldan zamanda azalan üstel fonksiyonlar kullanılmasıyla elde edilmiştir. Önerilen 
yöntem mükemmel elektriksel iletken saçıcıların incelenmesine uygulanmış ve ön-koşullamanın hem ZAY matris 
sistemini hem de çözümü daha kararlı hale getirdiği gösterilmiştir.  
 
Abstract: A temporal preconditioning scheme that stabilizes marching on-in-time (MOT) solution of time 
domain integral equations is proposed. The temporal preconditioner uses exponentially decaying functions in 
time as right and left preconditioners. The proposed scheme is applied to analysis of scattering from perfect 
electrically conducting objects. It is shown that the temporal preconditioner stabilizes the MOT system and the 
solution. 
 
 
1. Giriş  
Zaman uzayı integral denklemlerinin (ZUİD’lerin) zamanda adımlama yöntemi (ZAY) ile çözümlerinde 
kararsızlık problemi ile sıklıkla karşılaşılmaktadır. ZAY’ın kararsızlık problemini iyileştirmek için birçok 
yöntem geliştirilmiştir (örneğin [1]-[6]). ZUİD’lerin ZAY çözümlerinde görülen problemlerden biri çözümün 
lineer artan ve sabit bileşenler içermesidir. Bu problemin başlangıç koşullarının tam olarak uygulanmamasından 
kaynaklandığı öngörülmektedir [7]. Lineer artan ve sabit bileşenlerin giderilmesi için [7]’de bir yöntem 
önerilmiştir. Önerilen yöntemde ZUİD’in formülasyonu sırasında bir ara değişken tanımlanarak ve ilgili 
denklemin zamana göre integrali çözülerek belirtilen bileşenlerin giderilmesi sağlanmıştır. Çözümde lineer artan 
ve sabit bileşenlerin giderilmesine rağmen ZAY matris sisteminin doğrudan çözümü olan ara değişkende halen 
görülmektedir. Bu bileşenler gerek standart gerekse [7]’de önerilen ZAY çözümünü özellikle çok zaman adımı 
gerektiği durumlarda bozabilmektedirler. 
 
Bu çalışmada ara değişkenin içerdiği lineer artan ve sabit bileşenlerin ZAY matris sistemini bozmasını 
engellemek için zamana göre ön-koşullama önerilmiş ve mükemmel elektriksel iletken saçıcıların analizine 
uygulanmıştır. Özel olarak zamana göre azalan üstel (exponential) fonksiyonlar sağ ve sol ön-koşullayıcı olarak 
kullanılmıştır. Zamana göre ön-koşullama sonucu ZAY matris sisteminin ve çözümün (ara değişkenin) daha 
kararlı hale geldiği gösterilmiştir. 
 
2. Formülasyon 
ZAY matris sistemi, t∆  zaman adım büyüklüğü olmak üzere,  t j t= ∆  zaman anında ( j  zaman adımında) 
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j

j j i i
i j N

−
= −
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olarak verilir [8]. Burada jV  test fonksiyonları ile j  zaman adımında test edilmiş kaynakları, j i−Z  ZAY 
etkileşim matrisini ve iI  ise i  zaman adımındaki bilinmeyen katsayıları belirtmektedir. gN  ise maksimum 
etkileşim aralığını tanımlar. 
 
ZAY matris sisteminde yer alan bilinmeyen katsayılar, σ  zayıflama katsayısı olmak üzere, zamana göre üstel 
azalan fonksiyon ile çarpılabilir: exp[ ] exp[ ]i i i it i tσ σ= − = − ∆I I I . iI  zamana göre üstel olarak azalacağından 
çözümün daha kararlı olması sağlanır ve bu işlem sağ ön-koşullama olarak adlandırılabilir. Sağ ön-koşullama 
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(1)’deki ZAY matrisine exp[ ]i tσ ∆  olarak etki edecektir. Bu etkinin giderilmesi için (1) denklemi 
exp[ ] exp[ ]jt j tσ σ− = − ∆  ile çarpılarak çözülmesi gereken matris sisteminin sınırlı kalması sağlanabilir. Bu 
işlem ise sol ön-koşullama olarak adlandırılabilir. Sonuçta oluşacak zamana göre ön-koşullanmış ZAY matris 
sistemi aşağıdaki gibidir: 

 
max{1, } max{1, }

exp[ ] exp[ ( ) ]
g g

j j

j j j i i j i i
i j N i j N

j t j i tσ σ − −
= − = −

= − ∆ = − − ∆ =∑ ∑V V Z I Z I      (2) 

Tanımlanan matris elemanları incelendiğinde, 0j i≥ >  olduğundan, jV  ve j i−Z ’nin matris elemanları zamanla 
üstel olarak azalır ve j i−Z  oluşacak sistemin öz-değerleri kararlı bölgeye doğru hareket eder. 
 
Zamana göre ön-koşullanmış ZAY sistemi ( j i−Z ) ve sitemin çözümü ( iI ) kararlı olmasına karşın ön-
koşullanmamış (1) denkleminde aranan çözüm ( iI ) kararlı olmayabilir. Bu sebeple önerilen zamana göre ön-
koşullama artçıl işlem gerektiren ikinci bir yöntem ile birleştirilmesi etkinliğini arttıracaktır. Örneğin, (2) 
denkleminin çözümü ile elde edilen sonuç filtrelendikten sonra istenen çözüm elde edilebilir. Bu çalışmada 
özellikle lineer ve sabit bileşenleri gidermek için [7]’de önerilen yöntemde ara değişkenin elde edilmesi sırasında 
zamana göre ön-koşullama uygulanmıştır ve artçıl işlem olarak [7]’de belirtildiği gibi lineer ve sabit bileşenler 
içermeyen çözümün elde edilmesi gerçeklenmiştir. 
 
3. Nümerik Sonuçlar 
Bu bölümde önerilen zamana göre ön-koşullamanın etkinliği [7]’de verilen zaman uzayı elektrik alan integral 
denkleminin (ZU-EAİD’in) ikinci mertebeden formülasyonuna uygulanarak gösterilmiştir. Nümerik örnekte 
2430 Rao-Wilton-Glisson [9] uzaya göre temel fonksiyon ile modellenmiş mükemmel elektriksel iletken birim 
küreden saçılma analiz edilmiştir. Zamana göre temel fonksiyon olarak 3. dereceden Lagrange interpolasyon 
fonksiyonları [10] kullanılmıştır. ZAY matris elemanları [1]-[3]’te anlatıldığı gibi yarı analitik formüller 
kullanılarak belirlenmiştir. Birim küre zaman bağımlılığı modüle edilmiş Gauss işareti olan ve elektrik alan 
bileşeni 
 inc 2 2

0 0 0 0 0ˆ ˆ ˆ( , ) cos[2 ( )]exp[( ) / 2 ]t f t t c t t cπ γ= − + ⋅ − + ⋅E r x r z r z   (3) 
olarak verilen düzlemsel dalga ile aydınlatılmıştır. (3) denkleminde modülasyon frekansı 0 60f = MHz, etkin 
band genişliği bg 30f =  MHz, etkin zaman genişliği bg7 / ( )fγ π= 2 , zamandaki gecikme 0 3.5t γ=  ve 0c  
dalganın ortamdaki yayılma hızıdır. Zaman adımı büyüklüğü 1.11t∆ =  ns’dir.  
 
Şekil 1’de ZU-EAİD’in ikinci mertebeden formülasyonunun [7] ZAY sistemine ait öz-değerleri [11] farklı 
zayıflama sabitleri ( {0,0.01,0.16}σ = ) için verilmiştir. Görüldüğü üzere zayıflama sabiti arttıkça ZAY 
sisteminin öz-değerleri birim çemberin merkezine doğru hareket etmektedir. Özellikle lineer ve sabit bileşenlerin 
oluşmasına sebep olan ve birim çemberin üzerinde 1z =  civarındaki öz-değerler 0σ >  için birim çemberin 
içine doğru hareket etmişlerdir. Böylece zamana göre ön-koşullama ZAY matris sisteminin kararlılığını 
arttırmıştır. 
 

 
Şekil 1. ZAY matris sisteminin öz-değerleri. 
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Şekil 2’de aynı problem için zamana göre ön-koşullanmış ( 0.01σ = ) ve ön-koşullanmamış ( 0σ = ) ZAY 
sisteminin çözümleri sonucu elde edilmiş akım yoğunluğu katsayıları ve ilgili ara değişkenler verilmiştir. Ara 
değişkenler 2

0c−  ile normalize edilmiştir. Şekil 2’den görüldüğü gibi ön-koşullanmamış sistemin doğrudan 
çözümü olan ara değişken lineer artan ve sabit bileşenler içerirken ön-koşullanmış sistemin doğrudan çözümü 
olan ara değişken zamanla zayıflamaktadır. 
 

 
Şekil 2. Ön-koşullanmış ve ön-koşullanmamış ZAY matris sistemlerinin çözümü. 

 
4. Sonuçlar  
ZAY tabanlı ZUİD çözücüler için zamana göre ön-koşullama kavramı ortaya atılmıştır. Zamana göre ön-
koşullamanın ZAY matris sisteminin ve çözümün kararlılığına etkisi incelenmiş ve etkinliği gösterilmiştir. 
Önerilen yöntem matris elemanlarının belirlenmesinden bağımsız, ZAY algoritmasını değiştirmeden sadece 
zamanda adımlama kısmına uygulanmaktadır ve tüm ZAY tabanlı ZUİD çözücülere uygulanabilir. 
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