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Ozet: Darbe bigiminde uyarimis Schaubert-Wilton-Glisson (SWG) baz fonksiyonlarindan kaynaklanan gecikmeli
potansiyellerin kapali form ifadeleri, Radon transform yorumlamasi ve gozlem tetrahedronu formiilasyonu ile elde
edilmistir. Kapali form ifadelerinin, gozlem noktasindan genigleyen zamana bagli bir hiper-koni ile SWG baz
fonksiyonunun kesigimi sonucu ortaya ¢ikan kati a¢t ve gradyam gibi geometrik bir takim parametreye
indirgenebildigi onceki makalelerde gosterilmistir. Bu makalede ise bu geometrik parametrelerin analitik olarak
bulunabilecegi gosterilmis, onerilen metodun dogruluga dair niimerik sonuglar sunulmugtur.

Abstract: The closed-form expression of the retarded-time potentials due to impulsively excited Schaubert-Wilton-
Glisson (SWG) basis function is obtained using Radon transform interpretation and observation tetrahedron
formulation. It has been shown that the closed-form expressions are yielding to geometric parameters, the solid
angle and its gradient, formed during the intersection of the time dependent hyper-cone centered at the observation
point and support of the SWG basis function. These geometric parameters are determined analytically using
observation tetrahedron formulation. Numerical results that demonstrate the validity of the proposed method are
presented.

1. Giris

Darbe bi¢ciminde uyarilmis kaynaklardan gelen 1s1ma integrallerinin kapali formdaki ifadelerini, Radon transform
yorumlamasi ile elde etmek mimkiindiir. [1]-[3]’te fiziksel optik integrallerinin kapali formdaki ifadeleri farkli
farkli gézlem durumlar i¢in gelistirilmis; [4] ve [5]te ise yiizey kaynaklar1 i¢in gecikmeli potansiyellerin kapali
formdaki ifadeleri gelistirilip, [6] ve [7] de basarili bir sekilde zamanda adimlama yontemine uyarlanmigtir. Bunun
haricinde, darbe bigiminde uyarilmis Schaubert-Wilton-Glisson (SWG) baz fonksiyonlarindan kaynaklanan
gecikmeli potansiyellerin kapali formdaki ifadelerine, [8] de gosterildigi gibi yine Radon transformu yorumlamast
ile erismek miimkiindiir. Bu potansiyellerin, SWG bazlarmin tetrahedral destekleri ile gézlem noktasindan zamanla
genisleyen ct yaricapli bir kiirenin (hiper-koni) kesismesi sonucu ortaya ¢ikan kati agiya ve bu kat1 aginin gradyanina
bagli oldugu [9]’da gosterilmistir.

Bu makalede ise, kesisim sonucu ortaya c¢ikan kati a1 ve gradyaninin analitik olarak hesaplanmasi, [10] ve
[11]°deki “gbzlem tetrahedronu formiilasyonu” kullanilarak sunulmustur. Gozlem tetrahedronu formiilasyonu;
tipki [5]-[7]’deki kapali form ifadeleri gibi, kesisimdeki tetrahedronun her 4 yiiziiniin, her 3 kenarinin, her 2 kdsesi
i¢in ayr1 ayr1 kurulmus, toplamda 24 adet olan gozlem tetrahedronlarindan gelen katkilarin (3)’teki gibi hesaba
katilmasiyla, kesisimdeki kati ag¢i ve gradyanmnin tam bir bi¢cimde hesaplanmasidir. Her bir goézlem
tetrahedronunun 4 kosesinin 1.’si goézlem noktast r, 2.’si gdzlem noktasinin k’inct yiize projeksiyonu, 3.’sii
gozlem noktasinin k’inci yiiziin j’inci kenarina projeksiyonu, 4.’sii ise k’inc1 yiiziin, j’inci kenarinin, i’inci
kosesidir.

Sekil 1: Gozlem tetrahedronu ve buna bagli degerlerin tanimlanmasi:  gozlem noktasi, v gozlem
tetrahedronunun ilgili oldugu kosedir. Gri liggen ise ilgili yiizey iizerinde bulunmaktadir.
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Onerilen yontemin gegerliligi ve isabetliligi; bu yontemle elde edilen gecikmeli potansiyellerin zaman Srnekleri
ile, analitik olarak bildigimiz frekans domenindeki karsiliklarinin ters hizli Fourier doniisiimii ile elde edilmis
zaman Ornekleri karsilastirilarak gosterilmistir.

2. Gecikmeli Potansiyeller

SWG bazlarinin tetrahedral desteklerindeki gecikmeli potansiyeller ile alakali hacimsel hesaplamalar, [9]-[11]
numarali makalelerde gosterildigi gibi, iki temel degere dayanir: gdzlem noktas1 7’den genisleyen hiper-koni ile
tetrahedral destegin kesisimi sonucu ortaya ¢ikan kati ag¢1 Q(ct) ve onun gradyant m(ct). Bu degerler analitik
olarak elde edildikten sonra, gecikmeli potansiyeller de analitik olarak elde edilir. Gecikmeli potansiyeller, [10]’da
su sekilde tanimlanmustir:

@, (ct) = c?tQ(ct) (1
WY, (ct) = c3t*m(ct) (2

Bu degerler, d < ct < R aralif1 disinda, kesisim olmadigi i¢in 0’dirlar. Belirtilen aralik i¢inde ise agagidaki gibi
ticlii toplam ile bulunabilirler:
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Yukaridaki formiilde parametreler Sekil 1°deki gibi tanimlanmislardir ve [12]’deki notasyona sadik kalinmustir. Alt
indislerden k, SWG destegi tetrahedronun k’mct1 yiizli; kj, k’inc1 yiiziin j’inci kenart; kji ise k’inc1 yiiziin j’inci
kenarinin i’inci kosesidir. Ky ;; = (—1)¥* olarak tanimlanmistir. Ayrica her durumda €, i 1, ji > 0 olmalidir.
Birli/ikili/Gigli alt indisler ile yapilan nokta garpimlari, gézlem noktasinin hacimsel/alansal/cizgisel barisentrik
koordinatlarinin isaretlerine denk gelmektedirler.

Dikkat edecek olursamz, kji’inci gozlem tetrahedronu igin Qj;(ct) (ve my;(ct)); merkezi ve tepe noktasi,

gozlem noktas1 r’ye denk gelen kiiresel ve konik kati agilarin (ve gradyanlarmin) farkina denk gelmektedir.
Koninin tabani, gézlem tetrahedronunun ilgili oldugu yiiz lizerindedir (Sekil 1°deki gri ticgen).

3. Niimerik Sonuclar

@ (ct) ve WP, (ct), yardimei skaler ve vektor fonksiyonlarinin degerleri; kdse koordinatlari (5, —1,0), (=5, —1,0),
(0,5,0), ve (0,0,3) olan bir tetrahedron icin, gozlem noktast (1,4,4) secilmis ve At = 0.403 ns araliklarla
orneklemeler yapilmistir.

5] P (Fp

4 5 6 7 8
ct (metre)
Sekil 2: ¢, (ct) fonksiyonu ve W, (ct) fonksiyonunun x-, y-, z- degerleri i¢in zaman 6rnekleri.
(TD: 6nerilen metod ile bulunan degerler, FD: frekans domeninden hesaplanan degerler).
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Sekil 2°de, @, (ct) ve W,(ct) fonksiyonlarinin 6nerilen metodla elde edilen 6rnekleri ile frekans domenindeki
degerlerin ters hizli Fourier transformu ile elde edilen 6rneklerin karsilastirmast bulunmaktadir. Tiim sonuglar
milkemmel bir uyum sergilemektedirler. Dikkat edecek olursaniz, ¢, (ct) ve W, (ct) fonksiyonlarmim degerleri,
d < ct <R araligr disinda 0’dir, ¢iinkii bu araliklar diginda hiper-koni ile tetrahedron arasinda bir kesisme
bulunmamaktadir. Sekil 3°te, solda ct = 5 m oldugundaki kesisim alan1 ve 24 adet gozlem tetrahedronunun
sinirlari, saginda ise gesitli zaman araliklarinda tetrahedron i¢inde kalan kiire yiizeyi gosterilmistir. Farkindaysaniz
sol kisimdaki gézlem tetrahedronlarinda g6zlem noktasi r bariz bir sekilde belli olmaktadir, ¢iinkii tiim gozlem
tetrahedronlarinin bir kosesi, gozlem noktasi ’ye denk gelmektedir.
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Sekil 3: Sekil 2°deki tetrahedron igin; solda ct = 5 m anindaki kesisim yiizeyi ve tiim gozlem tetrahedronlari,
sagda ise 0.5 m araliklarla kesigim yiizeyleri bulunmaktadir.
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