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Özet: Darbe biçiminde uyarılmış Schaubert-Wilton-Glisson (SWG) baz fonksiyonlarından kaynaklanan gecikmeli 
potansiyellerin kapalı form ifadeleri, Radon transform yorumlaması ve gözlem tetrahedronu formülasyonu ile elde 
edilmiştir. Kapalı form ifadelerinin, gözlem noktasından genişleyen zamana bağlı bir hiper-koni ile SWG baz 
fonksiyonunun kesişimi sonucu ortaya çıkan katı açı ve gradyanı gibi geometrik bir takım parametreye 
indirgenebildiği önceki makalelerde gösterilmiştir. Bu makalede ise bu geometrik parametrelerin analitik olarak 
bulunabileceği gösterilmiş, önerilen metodun doğruluğa dair nümerik sonuçlar sunulmuştur. 
 
Abstract: The closed-form expression of the retarded-time potentials due to impulsively excited Schaubert-Wilton-
Glisson (SWG) basis function is obtained using Radon transform interpretation and observation tetrahedron 
formulation. It has been shown that the closed-form expressions are yielding to geometric parameters, the solid 
angle and its gradient, formed during the intersection of the time dependent hyper-cone centered at the observation 
point and support of the SWG basis function. These geometric parameters are determined analytically using 
observation tetrahedron formulation. Numerical results that demonstrate the validity of the proposed method are 
presented. 
 
1. Giriş  
Darbe biçiminde uyarılmış kaynaklardan gelen ışıma integrallerinin kapalı formdaki ifadelerini, Radon transform 
yorumlaması ile elde etmek mümkündür. [1]-[3]’te fiziksel optik integrallerinin kapalı formdaki ifadeleri farklı 
farklı gözlem durumları için geliştirilmiş; [4] ve [5]’te ise yüzey kaynakları için gecikmeli potansiyellerin kapalı 
formdaki ifadeleri geliştirilip, [6] ve [7]’de başarılı bir şekilde zamanda adımlama yöntemine uyarlanmıştır. Bunun 
haricinde, darbe biçiminde uyarılmış Schaubert-Wilton-Glisson (SWG) baz fonksiyonlarından kaynaklanan 
gecikmeli potansiyellerin kapalı formdaki ifadelerine, [8]’de gösterildiği gibi yine Radon transformu yorumlaması 
ile erişmek mümkündür. Bu potansiyellerin, SWG bazlarının tetrahedral destekleri ile gözlem noktasından zamanla 
genişleyen ct yarıçaplı bir kürenin (hiper-koni) kesişmesi sonucu ortaya çıkan katı açıya ve bu katı açının gradyanına 
bağlı olduğu [9]’da gösterilmiştir. 

Bu makalede ise, kesişim sonucu ortaya çıkan katı açı ve gradyanının analitik olarak hesaplanması, [10] ve 
[11]’deki “gözlem tetrahedronu formülasyonu” kullanılarak sunulmuştur. Gözlem tetrahedronu formülasyonu; 
tıpkı [5]-[7]’deki kapalı form ifadeleri gibi, kesişimdeki tetrahedronun her 4 yüzünün, her 3 kenarının, her 2 köşesi 
için ayrı ayrı kurulmuş, toplamda 24 adet olan gözlem tetrahedronlarından gelen katkıların (3)’teki gibi hesaba 
katılmasıyla, kesişimdeki katı açı ve gradyanının tam bir biçimde hesaplanmasıdır. Her bir gözlem 
tetrahedronunun 4 köşesinin 1.’si gözlem noktası 2 ,࢘.’si gözlem noktasının ݇’ıncı yüze projeksiyonu, 3.’sü 
gözlem noktasının ݇’ıncı yüzün ݆’inci kenarına projeksiyonu, 4.’sü ise ݇’ıncı yüzün, ݆’inci kenarının, ݅’inci 
köşesidir. 

 
Şekil 1: Gözlem tetrahedronu ve buna bağlı değerlerin tanımlanması: ࢘ gözlem noktası, ࢜ gözlem 

tetrahedronunun ilgili olduğu köşedir. Gri üçgen ise ilgili yüzey üzerinde bulunmaktadır. 
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Önerilen yöntemin geçerliliği ve isabetliliği; bu yöntemle elde edilen gecikmeli potansiyellerin zaman örnekleri 
ile, analitik olarak bildiğimiz frekans domenindeki karşılıklarının ters hızlı Fourier dönüşümü ile elde edilmiş 
zaman örnekleri karşılaştırılarak gösterilmiştir. 
 
2. Gecikmeli Potansiyeller  
SWG bazlarının tetrahedral desteklerindeki gecikmeli potansiyeller ile alakalı hacimsel hesaplamalar, [9]-[11] 
numaralı makalelerde gösterildiği gibi, iki temel değere dayanır: gözlem noktası ࢘’den genişleyen hiper-koni ile 
tetrahedral desteğin kesişimi sonucu ortaya çıkan katı açı Ωሺܿݐሻ ve onun gradyanı ࢓ሺܿݐሻ. Bu değerler analitik 
olarak elde edildikten sonra, gecikmeli potansiyeller de analitik olarak elde edilir. Gecikmeli potansiyeller, [10]’da 
şu şekilde tanımlanmıştır: 
 

߮௡ሺܿݐሻ ൌ ܿଶݐΩሺܿݐሻ (1) 

શ૛ሺܿݐሻ ൌ ܿଷݐଶ࢓ሺܿݐሻ (2) 
 
Bu değerler, ݀ ൏ ݐܿ ൏ ܴ aralığı dışında, kesişim olmadığı için 0’dırlar. Belirtilen aralık içinde ise aşağıdaki gibi 
üçlü toplam ile bulunabilirler:  
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(3) 

 
Yukarıdaki formülde parametreler Şekil 1’deki gibi tanımlanmışlardır ve [12]’deki notasyona sadık kalınmıştır. Alt 
indislerden ݇, SWG desteği tetrahedronun ݇’ıncı yüzü; ݆݇, ݇’ıncı yüzün ݆’inci kenarı; ݆݇݅ ise ݇’ıncı yüzün ݆’inci 
kenarının ݅’inci köşesidir. ܭ௞௝௜	ൌ	ሺെ1ሻ௜ିଵ olarak tanımlanmıştır. Ayrıca her durumda ࢉො௞௝௜ ∙ 	 መ௞௝௜࢒ ൐ 0  olmalıdır. 
Birli/ikili/üçlü alt indisler ile yapılan nokta çarpımları, gözlem noktasının hacimsel/alansal/çizgisel barisentrik 
koordinatlarının işaretlerine denk gelmektedirler. 

Dikkat edecek olursanız, ݆݇݅’inci gözlem tetrahedronu için Ω௞௝௜ሺܿݐሻ (ve ࢓௞௝௜ሺܿݐሻ); merkezi ve tepe noktası, 
gözlem noktası ࢘’ye denk gelen küresel ve konik katı açıların (ve gradyanlarının) farkına denk gelmektedir. 
Koninin tabanı, gözlem tetrahedronunun ilgili olduğu yüz üzerindedir (Şekil 1’deki gri üçgen).  
 
3. Nümerik Sonuçlar 
߮௡ሺܿݐሻ ve શ૛ሺܿݐሻ, yardımcı skaler ve vektör fonksiyonlarının değerleri; köşe koordinatları ሺ5, െ1,0ሻ, ሺെ5,െ1,0ሻ, 
ሺ0,5,0ሻ, ve ሺ0,0,3ሻ olan bir tetrahedron için, gözlem noktası ሺ1,4,4ሻ seçilmiş ve ݐ߂ ൌ  aralıklarla ݏ݊	0.403
örneklemeler yapılmıştır. 
 

 
Şekil 2: ߮௡ሺܿݐሻ fonksiyonu ve શ૛ሺܿݐሻ fonksiyonunun x-, y-, z- değerleri için zaman örnekleri. 

(TD: önerilen metod ile bulunan değerler, FD: frekans domeninden hesaplanan değerler). 
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Şekil 2’de, ߮௡ሺܿݐሻ ve શ૛ሺܿݐሻ fonksiyonlarının önerilen metodla elde edilen örnekleri ile frekans domenindeki 
değerlerin ters hızlı Fourier transformu ile elde edilen örneklerin karşılaştırması bulunmaktadır. Tüm sonuçlar 
mükemmel bir uyum sergilemektedirler. Dikkat edecek olursanız, ߮௡ሺܿݐሻ ve શ૛ሺܿݐሻ fonksiyonlarının değerleri, 
݀ ൏ ݐܿ ൏ ܴ aralığı dışında 0’dır, çünkü bu aralıklar dışında hiper-koni ile tetrahedron arasında bir kesişme 
bulunmamaktadır. Şekil 3’te, solda ܿݐ ൌ 5	݉ olduğundaki kesişim alanı ve 24 adet gözlem tetrahedronunun 
sınırları, sağında ise çeşitli zaman aralıklarında tetrahedron içinde kalan küre yüzeyi gösterilmiştir. Farkındaysanız 
sol kısımdaki gözlem tetrahedronlarında gözlem noktası ࢘ bariz bir şekilde belli olmaktadır, çünkü tüm gözlem 
tetrahedronlarının bir köşesi, gözlem noktası ࢘’ye denk gelmektedir. 
 

Şekil 3: Şekil 2’deki tetrahedron için; solda ܿݐ ൌ 5	݉ anındaki kesişim yüzeyi ve tüm gözlem tetrahedronları, 
sağda ise 0.5	݉ aralıklarla kesişim yüzeyleri bulunmaktadır. 
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