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Ozet: Iki boyutlu sa¢iima problemlerinde Helmholtz denkleminin ¢éziimleri olan yogunluk fonksiyonlari, iizerinde
tammlandiklart kapali egrinin parametrik gosterimine bagh niteliktedir. Bu ¢alismada, integral denklemler ile
cesitli sumir kosullart altinda bu ¢oziimlerin aranmast sirasinda, verilen bir nokta kiimesine gére aradegerleme
(interpolation) ile diizgiin bir parametrizasyon elde edilmesi “Hermite-Spline’lart araciligi ile ele alinmaktadur.
Aradegerleme, Fourier seri katsayilarmun analitik bulunabilmesine ve bunlarin sonsuz seri toplaminin Cesaro
toplami veya Tikhonov regiilarizasyonu gibi yontemler ile gerceklestirilebilmesine yonelik bir 6rneklemin kaynagi
olarak yarar saglamaktadir. Boylece kapalr simir egrisine, integral denklem ¢oziimlerinin hizli yakinsamast igin
kullanish, sonsuz diizgiin bir parametrik gosterime kavusturulmasi hedeflenmektedir.

Abstract: Density functions as solutions of Helmholtz equation in two dimensional scattering problems are related
to the parametric representation of the closed curve on which they are defined. In this study, searching a smooth
parametrization via interpolation for a set of sample points, during the investigation of these solutions via integral
equations under certain boundary conditions, is considered by means of “Hermite-Splines”. Interpolation serves
as the source of samples to find Fourier coefficients analytically and enabling their infinite sum as Fourier series
stably with the methods such as Cesaro summation or Tikhonov regularization. Thus, it is aimed to bring the
closed boundary curve to an infinitely smooth parametric representation for solutions of integral equations to
converge faster.

1. Giris

Integral denklemler aracilig1 ile ¢dziim aranan iki boyutlu sacilma problemlerinde bilinmeyen fonksiyonun en
yiiksek kaginci tiireve kadar siirekli oldugu yani diizgiinliigii oraninda ¢6ziimiin yakinsamasinin daha hizli oldugu
bilinmektedir. Eger fonksiyon sonsuz diizgiin ise yakinsama en hizl sekilde gergeklesir [1]. Birinci tiirevin siirekli
olmasi igin Hermite spline, eger ikinci tiirevin de siirekli olmasi gerekiyorsa kiibik spline, 5. tiireve kadar siirekli
olmas: isteniyorsa 6. dereceden spline aradegerlemesi yapilabilir [2]. Bu yontem tutarli olmasina ragmen islem
yiikii spline derecesi ile hizlica artmaktadir. Fakat asil dezavantaji her héliikdrda aradegerlemenin bir st tiirevinin
stireksiz olmasi yani sonsuz diizgiin olmamasidir.

Bunu agmak i¢in 6nce belirlenen bir hata kriteri ile Hermite spline aradegerlemesi yapilip Fourier katsayilari, Ki
spline interpolasyonu i¢in analitik olarak hesaplanabilmektedir, bulunarak Fourier transformu yapilabilir. Bu
yontem hizli Fourier doniistimii (Fast Fourier Transform—FFT) vb. yontemlerden farklidir ¢iinkii onlarda eger
fonksiyon yeterince diizglin degilse gerekli integraller yavas yakinsamaktadir. Fourier katsayilar1 spline
interpolasyonu i¢in analitik olarak hesaplanabildiginden bu sorun agilabilmektedir. Teorik olarak herhangi bir
sonlu Fourier serisi sonsuz tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Fakat tiirev ifadesinde siireksizlik olmasa dahi ¢ok
biiyiik sigramalar ¢ikabilir ve sigrama noktalarinda Gibbs etkisi yani salimimlar gozlemlenir. Bu yiizden ek olarak
yumusatma islemine ihtiya¢ duyulur. Bunun i¢in Cesaro toplamui gibi yontemler kullanilabilir fakat yine de yiiksek
dereceden tiirevlerde biiyiik salinimlar bulunmaya devam eder. Bu ylizden farkli bir yaklagimda bulunuruz:

Once spline interpolasyonu i¢in tiirevin kaginci dereceye kadar (3, 5, 7.) siirekli olmasinin istenildigi belirlenir ve
Tikhonov diizgiinlestirmesi uygulanarak bu dereceye kadar tiirevin siirekliligini saglamir [3]. Daha yiiksek
dereceden tiirevlerinin de siirekli olmasi i¢in Tikhonov diizgiinlestirmesini {istel ¢arpan ile yapmak gerekir ¢iinkii
cebrik garpan kullamldiginda bir iist tiirev yine siireksiz olacaktir. Ustel carpan kullamlirsa istenildigi kadar
tiirevlenebilir ve cebrik carpanla kiyaslandiginda daha hizli yakinsar.
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2. Spline interpolasyonu ve Fourier Katsayilari

Kapali bir egri ile f(#) = (x(¢), ¥(#)) bigiminde (x(4) = p(@)cos(h), y(#) = p(#)sin(g)), drneklem noktalart
(X, Y) = ((x1,¥1), (x2,¥2), (X3, ¥3), .., (X, ¥)) elde olunabilir. Bu noktalarmn ¢ parametreleri yapilacak
interpolasyona veri aktarmadigi i¢in yeni bir parametrizasyona gereksinim vardir. Ilk 6rnekte yeni parametre sifir
olmal1 ve bu kapali egriden alinan noktalarin her birine kars1 gelen monoton artan bir bigimde verilmelidir. Bu
parametreleri tq, t, ts, ..., t, olarak gosterirsek, t; = t;_q + |(x;, ¥;) — (x;_1,Vi_1)| Ve t; = 0 olacak bigimde
belirlemek gerekir. Sonug itibariyla spline [£4, t,,] araliginda gegerli olacaktir. ()7 ), V(t)) fonksiyonlar1 ise bu
araligin alt araliklarinda taniml kiibik polinomlardan olusturulacaklardir:
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En sagda aranan kiibik polinom bi¢imi ve her alt aralikta katsayilarinin belirlenmelerine imkan taniyan
fonksiyonlarin kendilerine ve birinci tiirevlerine iligkin siireklilik gereksinimi verilmistir. Bu tiirden kurulan spline
interpolasyonu, Hermite Spline interpolasyonu olarak bilinir. Alt araliklarda tiirevlerin en genel halde yaklagik
olarak niimerik hesaplandigi da. Ancak buna ek olarak siiperformiil [4] gibi tiirevlerinin de ifadelerinin bilinmekte
oldugu durumlarda buradaki tiireve dair siireklilik kosulunun yaklasik esit degil de esit olarak alinabilmesi
imkanini vermistir.

Kapali diizgiin bir egri f(#) = (x(#), ¥(#)) bigiminde verilir ve belirli bir £>0 hata degeri i¢in ¢p<[-n,] de verilen
tiim degerler igin uyarlamali olarak (X, ¥) fonksiyonlari belirlenebilir. Bu amagla |(x(¢), y(#) — (%(p), y(¢))| +
(X' (#),¥'(h) — *F(H),¥ (4)| < € saglanana kadar alt araliklarin yeniden bdliinmesi ile nihai nokta kiimesine
varilabilir. Burada t ve ¢ bire bir parametreler oldugu i¢in yukaridaki t parametrik formiillerin ilgili karsiliklar
kastedilmistir. Tek degiskenli f(¢#) nin Hermite spline interpolasyonu g(t) ve Fourier katsayis1 C,, olsun. g(t)
stirekli ve periyodik oldugu i¢in g;(t;11) = gir1(tiv1); 91(&1) = gn(tn+1). Ayrica kiibik polinom oldugundan
integrali ve tlirevleri alt araliklarda analitik olarak mevcut olur ve {iglincii tiirevi de bir sabittir. Burada G;(t;) her
alt aralikta interpolasyonun Fourier katsayist C,, ye katkisidir:

g1(0), t; <t<t,
g2(0), t; <t<t;
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3. Tikhonov Diizgiinlestirmesi
Diizgiinlestirme Fourier katsayilarinin serinin indisine bagimli bir degisken ile carpilmasi seklinde yapilir. Bu
carpan cebrik veya listel olarak segilebilir:
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Ustel garpan ile diizgiinlestirme yapilirken diizgiinlestirmeyi etkileyen degisken & icin hangi degerin kullanilacag:
onemlidir. Yumusatmanin amaci sigramalarda goriilen Gibbs etkisini gidermek oldugunda bunu saglarken ayni
zamanda yakinsamay1 olumsuz etkilemeyecek en uygun a degerini bulmak gereklidir. & bu degerden kiigiik
segildiginde salimim giderilemedigi, biiylik secildiginde ise yakinsamanin daha yavasladigi gézlemlenir. Bu
ozellige ornek olarak basamak fonksiyonu ve diizgiinlestirilme yapilmig Fourier serisinin grafikleri Sekil-1’de
gosterilmistir.
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Sekil 1. Basamak fonksiyonu ve diizgiinlestirilmis Fourier serisi

4. Sonuc¢

Hermite-Spline interpolasyonunda eger spline olarak 3. dereceden polinomlar segilirse interpolasyonun 1. tiirevi
stirekli olmakta fakat 2. ve 3. tiirevlerinde siireksizlikler meydana gelmektedir. Bu interpolasyon igin hesaplanan
Fourier serisinin 2. ve 3. tiirevleri siirekli olmakta fakat siireksizlik noktalar1 civarinda salinimlar meydana
gelmektedir. Fourier katsayilari diizgiinlestirmeye tabi tutuldugunda salinimlar giderilebilmis ve daha diizgiin bir
yakinsama saglanabilecegi gosterilebilmistir.

Bu ¢aligmanin devaminda daha hizli yakinsama saglayacagi diisiiniilen e—alml? gibi diizglinlestirme ¢arpanlarinin

kullanilmas1 planlanmaktadir. Elde edilen diizgiinlestirilmis kapali egri ifadelerinin iki boyutlu sagilma
probleminin integral denklem ¢oziimiinde kullanilmasi ile elde edilen sonuglarin, yakinsama ve hiz bakimindan
bilinen sonsuz diizgiin parametrizasyonlar (6r. Stiperformiil [4]) kullanilmasi ile elde edilen sonuglarla
kiyaslanmasi sonraki agama olacaktir.
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