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Ozet: Iki boyutta teget manyetik/elektrik durumlarn ikisinde de Fredholm ikinci tip bir integral denklemi olarak
ve sadece kapall simirlar igin yazilabilen manyetik alan integral denkleminin anilan durumlardaki simir kosullar:
altinda ¢oziimii konu edilmektedir. Diizgiin kapali bir egri ve ilgili simr kogulu icin bu denklemin ¢oziimii tiim
bolge Galerkin yontemi temelinde islenecek ve sayisal ¢oziimleri igin gereken uygulama sunulacaktir.

Abstract: For two dimensional transverse magnetic/electric cases both, emerging as an integral equation of the
Fredholm’s second kind and being only valid for closed boundaries, the magnetic field integral equation’s
solutions under corresponding boundary conditions are under consideration. With a smooth contour and
corresponding boundary conditions, solution of this equation will be elaborated on the basis of entire domain
Galerkin procedure and its numerical solution will be presented.

1. Giris
Kartezyen z dogrultusuna dik iki boyutta elektromagnetik dalgalarin kapali diizglin bir egrinin ifade ettigi
miikemmel elektrik iletken bir sinirdan sagilmasi sirasinda, alanlarin sadece kesite teget manyetik/elektrik
(TM/TE) bi¢imde oldugu durumlar ayr1 ayr1 incelenir ve her iki durumda da manyetik alan integral denklemleri
ile karsilasilir [1]. Bu denklemler manyetik alanin egri boyunca kesite teget (/)/normal (z) bilesenlerini esitler:
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Burada anilan durumlar igin (1)’de £ ortamin dalga sayisini, R gbzlem ve kaynak noktalar1 arasindaki uzakligi, K
bilinmeyen yiizeysel akim yogunlugunu, 2" gelen elektromanyetik alanin yiizeydeki degerini temsil eder ve
goriillen indisler, a:(4+/-)0.5,7:z/l, vin/n', 9:1/z, olarak alinir (egri lzerinde n:gozlem noktasinin,
n:kaynak noktasinin disa dogru normal yonleri)[1]. Buradaki integral operator Fredholm ikinci tiptedir ve
niimerik olarak degerlendirmeye en elverisli olan1 olarak bilinir. Ciinkii ayriklastirilmasi sonucunda varilan
sonsuz matris sistemi tersinin alinmasina duyarsizdir ve ¢dziimii sirasinda yuvarlatma hatalarina yol agmayan bir
yapist vardir. Buna Kkarsilik sadece kapali smirlar igin yazilabilir olmasi, uygulanmasmnda bir kisitlama
unsurudur. Yine de kapali diizgiin egrilerin smirladigi cisimlerden sagilma problemlerinde, anilan yararlar
bakimmdan 6nemli bir yere sahiptir. Bu ¢alismada (-w,m] araliginda bir parametrizasyon ile verilen kapali
diizgiin egri tizerinde, (1) denklemindeki fonksiyonlar gézlem ve kaynak noktalarmin egri parametrelerine gore
Fourier serilerine acilarak, adeta bilinmeyen akim, karmasik iistel tiim-bolge temelinde seriye agilmis ve
denklem yine karmagik iistel fonksiyon ile agirliklandirilarak ayriklastirilmis olur. Bu da tiim-bolge Galerkin
yontemi olarak nitelenebilir bir yontemdir.
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2. Denklemin Ayriklastirilmasi

Integral denklemin Galerkin yontemi ile ¢dziimii igin 6ncelikle (1) denkleminin cekirdeginin diizgiin ve tekil
kisimlarma ayristirilmast ve tekillige denk analitik ifadeler ile diizgiinlestirilmesi gerekmektedir. Bu sayede,
integral denklem, diizgiin fonksiyonlarin iki boyutlu Fourier seri agilimlar1 yardimi ile sonsuz bir cebrik denklem
sistemine indirgenir [2]-[3]. Daha sonra bu sonsuz cebrik denklem sistemi kesilerek niimerik olarak ¢oziiliir.
Integral denklemin cekirdegini olusturan Hankel fonksiyonunun normale gore tiirevi asagidaki forma sahip
olacaktir.
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Bundan sonraki kisimlarda TM problemi dikkate alinarak ¢oziim adimlari agiklanacaktir. TE durumunda
dn—on' almarak aym asamalar gerceklestirilebilir.
(2) denkleminde yer alan J;(kR) fonksiyonu diizgiin bir fonksiyon iken Y;(kR) fonksiyonu R — 0 i¢in logaritmik
ve 1/R tekilliklerine sahiptir:
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Ancak (3) denklemindeki Y;(kR) fonksiyonun (2) uyarinca R-v / R terimi ile ¢arpilmasi sonucu 1/R tekilligi
ortadan kalkar ve R -V /R? ifadesi R - 0 igin bir limit degere ulagir. Diger tiim terimler R — 0 igin sifira gider.
(3) denklemindeki ikinci terimin hesabi sirasinda logaritma ifadesi yerine R — 0 igin benzer tekillige sahip olan
ve Fourier serisi katsayilari analitik olarak bilinen In |2$in(%)| fonksiyonu kullanilacaktir. Bu terimin uygun
sekilde eklenmesi ve gikarilmasi sonucu (3) ifadesi asagidaki gibi yeniden yazilabilir.
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Yeni durumda (4) denklemindeki ikinci terimde yer alan logaritmik ifade R — 0 bir limit degere gider ve tekillik

icermez. (1) denkleminin integrandi, bilinmeyen fonksiyon hari¢ olmak iizere diizgiin ve tekil kisimlar olarak
asagidaki gibi yazilabilir.
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} > 0 olarak tanimlanmis ve yay uzunlugunu gostermektedir.

Burada dl' = ((0")d0' ve ((0)={x'(0)+y'()
x(8), y(0) ise egrinin parametrizasyonu ile elde edilen x, y noktalarini ifade etmektedir. (5) denklemindeki
fonksiyonlarm iki boyutlu Fourier seri agilimlari ile bilinmeyen fonksiyon ve sag yanin bir boyutlu Fourier serisi
agilimlart asagidaki tanimlanur.
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Benzer sekilde bilinmeyen fonksiyon ve sag yanin bir boyutlu Fourier seri agilimlari ise asagidaki gibi
tanimlanir.
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Ayrica 0 - 0’ igin logaritmik tekillik igeren fonksiyonun Fourier seri acilimi ve analitik Fourier katsayilari
asagidaki gibidir [3].
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(5) denklemindeki tekil ve diizgiin fonksiyonlarin g¢arpimimindan olusan ikinci teriminin Fourier serisi
katsayilari, bu fonksiyonlarin Fourier serisi katsayilarmm konvolusyonu ile elde edilir. (6 — 8) serileri (1)
denkleminde yerine konularak ve kompleks iistellerin ortogonallik 6zelligi kullanilarak elde edilen sistemde
Fourier serisi katsayilarinin esitliginden asagidaki sonsuz cebrik denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziilerek
yiizey akiminin Fourier serisi katsayilari elde edilir.
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Herhangi bir sekle sahip sagici i¢in elde edilen yukaridaki sistem niimerik olarak ¢oziilecektir. Ancak a yarigapli
bir dairesel silindir i¢in bu esitlik analitik olarak elde edilebilir ve karsilastirma amagli kullanilabilir. Bu amagla
iki tiir yaklasim yapilarak dairesel silindir igin (1) denkleminin hesabi analitik olarak elde edilmistir. Bu iki
yaklasimm temelinde (1) in c¢ekirdegini olusturan H,?(kR) fonksiyonu, Bessel fonksiyonlarma iliskin
toplamsallik teoremi [4] uyarinca dairesel smirm ¢ok yakin bir 4 civarinda sonsuz seriye agilmis ve daha sonra
h’a gore tirevi alinmugtir. Dairesel silindir durumunda fonksiyonlar 6 — 6’ niin fonksiyonlar1 olacagindan

O0Hy?(kR)/0n fonksiyonun Fourier serisi katsayilari, r=a+h olmak iizere, ]n(ka)H,(f)’(kr) olacaktir. Bu
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yaklasimlardan ilkinde J,(ka) ve H,(lz)’(kr) fonksiyonlarinin sonsuz seri agilimlarindan [4] kiiciik argiiman
yaklasiklig1 yapilarak argiimanin (ka)® ‘e kadar olan terimleri ahnarak (1) denkleminde yerine konulmustur. Bu
durumda sistemi olusturan fonksiyonlar yakinsak oldugundan sistem sinirin lizerinde ¢6ziilmiistiir. Sonug olarak
da Fourier serileri katsayilar1 icin analitik bir ifade elde edilmistir. ikinci bir yaklasim olarak da, yine

toplamsallik teoremi sonucu elde edilen J,, (ka)H,(lz)’ (k(a + h)) Fourier katsayilar1 hesaba katilmistir. Ancak bu
durumda bu ¢arpim raksak olacagmdan dogrudan #—0 yapilarak sistem sinir {izerine indirgenemez. Bu sebeple

oncelikle J, (ka) ve H,(lz)’(k(a + h)) fonksiyonlarinin sonsuz seri agilimlarindan n—oo i¢in asimptotik ifadeleri
almarak carpimin limit degeri olarak hesaplanan A, J, (ka)H,sz) (k(a + h) ¢arpimindan ¢ikarilir ve eklenir. Bu

durumda ]n(ka)H,(f)’(k(a + h) — A, degeri yakinsak olacagmndan, h—0 yapilarak sistem smir iizerine
indirgenir. Eklenen A, degeri ise integral disma ¢ikarak dairesel silindir igin (1) denkelmindeki aK, ifadesine
kargilik diisen terimi olusturur. Boylelikle dairesel silindir i¢in yine Fourier serilerinin esitliginden analitik bir
ifade elde edilir ve bu yeni sistem (9)’daki sistem ile birebir karsilastirilabilir bir sistem olur.

3. Sayisal Sonuclar

(1) denkleminin, A dalga boyu olmak iizere, =24 yarigaplh dairesel silindir i¢in ¢dziilmesi sonucunda elde edilen
yiizey akimi [5]’te verilen yiizey akimi grafigi ile karsilastirilmis ve birebir ayn1 sonug elde edilmistir. Sekil 1
(solda) bu yiizey akimmin Fourier katsayilarinin davranigi gosterilmistir. Bu davranis, beklendigi gibi ¢ok hizli
azalan bir yapiya sahiptir. Ayrica bu sistem igin matrisin ters almaya duyarliligi (condition number) Sekil 1
(sagda) gosterilmistir. Sekilden de goriildiigii tizere kesme sayisina gore elde edilen duyarlilik sayisi (1)’deki gibi
ikinci tip Fredholm integral denkleminin yol actig, ikinci tip bir sistemin [3] 6zelligini gostermektedir.

x 10* Yizey akiminin Fourier serisi katsayilari
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Sekil 1. Solda: Sistemin ¢dziimiiniin Fourier katsayilar1 Sagda: Matrisin ters almaya duyarlilig1.

4. Sonuc¢

iki boyutta TM/TE durumlarm ikisinde de Fredholm ikinci tip bir integral denklemi olarak ve sadece kapali
sinirlar i¢in yazilabilen manyetik alan integral denkleminin diizgiin kapali bir egri ve ilgili sinir kosulu igin
¢Ozlimii, Galerkin yontemi temelinde verilmis ve sayisal sonuglar ile bu tip bir sistemin ters almaya duyarh
olmadigr gosterilmistir. TM igin verilen ¢éziim adimlart kolayca TE igin de yazilabilir durumdadir. Farkli
parametrik egrilerin temsil ettigi sinirlardan sagilma problemleri de sunumda konu edilecektir.
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