
İkili Doğrusal Zamanla Değişen Dizgelerin Chebyshev Dizisi Yaklaşõklõğõ 
İle Çözümü 

 
Nevra Bayhan,  Osman Tonyalõ 

İstanbul Üniversitesi 
Elektrik-Elektronik Mühendisliği Bölümü 

34850, Avcõlar, İstanbul 
nevra@istanbul.edu.tr,   tonyali@istanbul.edu.tr 

 
 

Özet: Bu çalõşmada, doğrusal olmayan dizgelerin en kolayõ olan ikili doğrusal zamanla değişen dizgelerin 
Chebyshev dizisi yaklaşõklõğõ ile  çözümü önerilmiştir  İkili doğrusal dizgelerin çözümü için gerekli olan 
tümlevleme işlemine, Chebyshev dizisinin çokterimlileri kullanõlarak bulunan ileri tümlevleme işlem matrisi 
yardõmõyla yaklaşõklõk getirilecektir. Chebyshev dizisinin ileri tümlevleme işlem özelliği ile tümlevler içeren 
çözüm bağõntõsõ, sadece matrislerin çarpõmõndan oluşan bir çözüm bağõntõsõ biçimine getirilir. Böylece özellikle 
zamanla değişen dizgeler için, katlõ  tümlev almadan ve durum geçiş matrisini (DGM) hesaplamadan yaklaşõk 
çözüm elde edilecektir. Durum geçiş matrisi kullanõlarak elde edilen analitik (gerçek) çözümle Chebyshev dizisi 
yaklaşõklõğõ ile bulunan çözüm karşõlaştõrõlacaktõr. 
 
1.Giriş 
Bu çalõşmada amaç, Chebyshev dizisi kullanarak devingen dizgelerin çözümünü, aritmetik anlamda tümlev 
almadan elde etmektir. Bu nedenle Chebyshev dizisinin ileri tümlevleme işlem ve çarpõm işlem matrisleri 
geliştirilmiştir [1]-[2]-[3]. Chebyshev dizisinin sonlu sayõda çokterimlilerinin oluşturduğu Chebyshev temel 
sütun vektörünün [0,t) zaman aralõğõnda tümlevi alõnarak, ileri tümlevleme işlem matrisi (PC) bulunurken 
Chebyshev temel sütun vektörüyle devriğinin (transpozunun) çarpõmõndan ise çarpõm işlem matrisi bulunur. PC 
matrisi, kolayca hesaplama yapabilmek için kare matris olarak geliştirilmiştir ve boyutu da kullanõlan Chebyshev 
çokterimli sayõsõna bağlõdõr. İleri tümlevleme işlem ve çarpõm işlem matrisleri yardõmõyla ikili doğrusal zamanla 
değişen veya değişmeyen dizgelerin devinim bağõntõlarõ, eş zamanlõ doğrusal cebirsel bağõntõlar biçimine 
getirilebilir. Bu yöntem, doğrusal dizgelere de uygulanabilir [2]-[3].  

    
2. İkili Doğrusal Dizgenin Çözümü 
İkili doğrusal zamanla değişen bir dizgenin durum denklemi  
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biçiminde olsun [1]. Burada  x(t) ve u(t), n-boyutlu durum ve q-boyutlu giriş (denetim) sütun vektörleridir. A(t), 
B(t) ve Nj(t) matrisleri; öğeleri zamanõn sürekli işlevleri  olabilen sõrasõyla nxn  boyutlu durum,  nxq  boyutlu 
giriş (denetim) ve nxn boyutlu kat sayõ matrisleridir. Burada bir takõm aritmetik işlemlerle;  
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yazõlabilir. Böylece E(t) doğrusal bir dizgenin durum matrisi gibi düşünülebilir. Chebyshev çokterimlileri 
kullanõlarak, bu denklemler takõmõnõn x(t) durum vektörü bulunabilir. 
 0 ≤ t≤ 1  zaman aralõğõnda  Chebyshev çokterimlileri ve yinelemeli bağõntõsõ  
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ile verilebilir. 0 ≤ t≤ 1  aralõğõnda tümlevlenebilir işlev olan bir x(t) işlevinin Chebyshev dizisi açõlõmõ,  
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biçimindedir.  xT=[x0, x1,...,xm-1] eşitliğine Chebyshev kat sayõlar vektörü  ve T(m)

T=[T0(t), T1(t),..., Tm-1(t)] 
eşitliğine de Chebyshev temel sütun vektörü denilir.  xi  Chebyshev kat sayõlarõ aşağõdaki bağõntõlarla bulunur. 
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Chebyshev çokterimlilerinin oluşturduğu Chebyshev temel sütun vektörünün her bir öğesinin [0,t) zaman 
aralõğõnda tümlevlerinin alõnarak bulunan terimlerin sabit katsayõlarõnõn matrisel biçimde düzenlenip 
yazõlmasõyla ileri tümlevleme işlem matrisi (PC)  ve ileri tümlevleme işlem özelliği aşağõdaki gibi bulunur [2]-[3] 
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İki Chebyshev çokterimlisinin çarpõmõnõ veren  [ ])t(T)t(T
2
1)t(T)t(T jijiji −+ +=    bağõntõsõndan 

yararlanarak ( i,j=0,1,...)  T(m) (t)  temel sütun vektörü ile devriği çarpõlõp birtakõm ara işlemler yapõldõktan sonra  
çarpõm işlem matrisi bulunur.  x(t) durum vektörü için çarpõm işlem matrisinin genel biçimi aşağõdaki gibidir [2]. 
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(2) ile verilen yeni durum denklemindeki E(t)x(t)  ve benzer olarak B(t)u(t) çarpõmlarõnõn Chebyshev dizisel 
yaklaşõklõklarõ (5) ve (7)�den yararlanarak sõrasõyla  
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olur. B�veE�   matrisleri, E(t) ve B(t) matrislerinin bütün öğelerinin (4) ve (5) bağõntõlarõndan da yararlanarak 
Chebyshev dizisine açõlõmõndan ortaya çõkan sabit katsayõlarõn oluşturduğu matrislerdir. (2)�nin [0, t) aralõğõnda 
tümlevi alõnõp (6)�da verilen bağõntõlar yerleştirilince 
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elde edilir.  Bu bağõntõda tümlevleri almamak için (6)'daki ileri tümlevleme işlem özelliği kullanõlarak, ikili 
doğrusal zamanla değişen  dizgelerin çözüm bağõntõsõ aşağõdaki gibi bulunur. 
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3. Örnek 
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(1)�de yerleştirilirse  )()()( 11 tutxNtx =&  zamanla değişmeyen ikili doğrusal bir denklem bulunur. Bu dizgenin 
çeşitli sayõda Chebyshev çokterimlisi (farklõ m değerleri) için bulunan x1(t)  ve x2(t) yaklaşõk çözümleri ve DGM 
hesaplanarak bulunan analitik çözümü Çizelge-1�de verilmiş ve çözümler Şekil 1 ve  2�de karşõlaştõrõlmõştõr.  
 
           Çizelge-1. Dizgenin analitik (gerçek) ve Chebyshev yaklaşõklõk çözümleri 
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x1(t)�nin m=4 için Chebyshev yaklaşõklõğõ 
       ile analitik çözümün karşõlaştõrõlmasõ 
         [ Karesel Yanõlgõ (ε)= 8.161x 10-5 ] 
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x1(t)�nin m=6 için Chebyshev yaklaşõklõğõ 
        ile analitik çözümün karşõlaştõrõlmasõ 
            [ Karesel Yanõlgõ (ε)= 7.324x 10-5 ] 

      
 Şekil-1. x1(t)�nin Cheb. dizisinin ilk 4 ve 6 tane çokterimlisi kullanõlarak bulunan yaklaşõk çözümleri ile analitik  
               çözümünün  karşõlaştõrõlmasõ  (Düz çizgi: Analitik çözüm,  Noktalõ: Cheby. yaklaşõklõk çözüm eğrileri )   

Analitik 
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yaklaşõklõğõ 
 

32
1 5485.02029.10218.09996.0)( ttttx +−+≅  

32
2 9147.15707.03774.09873.0)( ttttx +−+≅  

m=6 terimi için  
Chebyshev 
yaklaşõklõğõ 
 

5432
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      x2(t)�nin m=4 için Chebyshev yaklaşõklõğõ 
       ile analitik çözümün karşõlaştõrõlmasõ 
          [Karesel Yanõlgõ (ε)= 1.1387x 10-3 ] 
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x2(t)�nin m=6 için Chebyshev yaklaşõklõğõ 
         ile analitik çözümün karşõlaştõrõlmasõ 
         [Karesel Yanõlgõ (ε)= 1.11919x 10-3 ] 

 
Şekil-2. x2(t)�nin Cheb. dizisinin ilk 4 ve 6 tane çokterimlisi kullanõlarak bulunan yaklaşõk çözümleri ile analitik  

çözümünün  karşõlaştõrõlmasõ  (Düz çizgi: Analitik çözüm,  Noktalõ: Cheby. yaklaşõklõk çözüm eğrileri )     
 
4. Sonuç 
Chebyshev dizisi sürekli zamanlõ ve aynõ zamanda dik işlevler (ortagonal) sõnõfõndandõr. Elde edilen sonuçlar; 
Chebyshev dizisiyle bulunan çözümlerin, analitik çözüme oldukça yakõn olduğunu göstermiştir. Kullanõlan  
çokterimli sayõsõ arttõkça (m değeri büyüdükçe) analitik çözümle yaklaşõk çözümler arasõndaki yanõlgõnõn gittikçe 
küçüldüğü, Şekil-1 ve 2�den görülmektedir. Altõdan daha fazla Chebyshev çokterimlisi kullanõlõrsa yanõlgõ daha 
da küçülür. Benzer yöntem Taylor ve Walsh dizileri ile de denenmiştir ve analitik çözüme en yakõn çözümün 
Chebyshev dizisi ile sağlandõğõ görülmüştür [3]. Analitik çözüme yaklaşõklõk bakõmõndan Taylor, Chebyshev ve 
Walsh dizileri karşõlaştõrõldõğõ zaman iyi bir yaklaşõklõk elde etmek için Chebyshev dizisi, Taylor dizisindeki 
kadar çok sayõda terim kullanmayõ gerektirmemektedir [3]-[4]. Walsh dizisi ise, ayrõk zamanlõ bir dizi olduğu 
için, geliştirilen yöntem Chebyshev dizisininkine göre daha karmaşõktõr [3]-[5].  
Zamanla değişen dizgelerin durum geçiş matrislerini hesaplamak, genelde çok zordur. Bu yöntemin avantajõ, 
aritmetik anlamda katlõ tümlev almadan ve durum geçiş matrisini hesaplamadan dizgenin çözümünün daha kolay 
olarak hesaplanabilmesidir.  
Burada önerilen yöntemin dizge tasarõmlarõnda, dizgelerin parametrelerinin kestiriminde, denetleyici-
gözlemleyici dizgelerin tasarõmõnda da yararlanõlõr [1]-[3]-[6]. Ayrõca ayrõk zamanlõ, dağõlmõş parametreli, 
gecikmeli dizgelerin çözümlerinin bulunmasõnda ve ses tanõsõnda bu yöntemden yararlanõlabilir [3]. 
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