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Ozet: Skaler dalgalarin yari bos uzayda sonsuz ince bir halkadan sag¢imasina iliskin simr deger
problemini matematiksel olarak gii¢lii ve sayisal olarak verimli olarak ele alan bir yontem onerilmektedir.
Coziim Ortogonal Polinomlar ve Analitik Regiilerlestirme Yontemleri’'ne dayanmaktadir. Problem, bos uzaydaki
halkadan skaler dalgalarin sac¢ilmast probleminin yart bos uzaya genisletilmisidir. Onerilen Regiilerlestirme

sonucunda baslangi¢ simir deger problemi karesi toplanabilir dizilerin uzayi I, 'de ikinci tiirden (I + H)x =b,

x, blJl, bigimindeki lineer cebir denklemlerine indirgenmistir. Bu tiirden bir denklem prensipte keyfi
yaklasiklikta sayisal kesme kullanilarak ¢oziilebilir.

1.Giris

Calismanin amaci, k={kj), z>d; k;, z<d}bilinyesine sahip uzayda, yumusak (Dirichlet sinir kosullu) ve
S={(z,r,Q): z = zg #d, rO[a,b], ¢U[-TL 1] } bigiminde ifade edilebilecek bir ylizeyden (sekil 1a, sekil 1b ) skaler
dalgalarin kirinimina iligkin sinir deger problemini matematiksel olarak giiclii ve sayisal olarak kararli bir ¢oziime
ulastirabilmektir.

Bilindigi gibi, sdzkonusu problem,

J’JD(p).G(q,p)dsp =—ul(q) ;o oqLs (1)
S
bigiminde 1. tiirden bir integral denkleme indirgenebilir. Burada u'(g) bilinen gelen dalga, Jp(p),
Jo(p)=1d(p)I"*H(p) )

biciminde ayrit kosulunu saglayan bilinmeyen fonksiyondur. H(p), S iizerinde diizgiin bir fonksiyon, d(p) ise
halkanin ayritina en yakin mesafedir. G(gq,p) fonksiyonu z<d ve z>d da biinyesi farkli uzayin Green
fonksiyonudur.
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2. Yar1 Bos Uzayin Green Fonksiyonu

z=d diizlemi ile ikiye ayrilmis ii¢ boyutlu uzayda z=d deki sinir kosullarin1 ve Sommerfeld radyasyon

kosulunu saglayan Green Fonksiyonu asagidaki gosterilebilir:
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(3) q gozlem noktast z=d diizleminin {stiindeki bolgede oldugunda gegerlidir.

M’ vell ; icin ifadeler, Sommerfeld integralleri araciligi ile elde edilip siir kosullar1 uygulanarak bulunabilir

[9].
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Burada J,(Ap) n’inci mertebeden 1. tiir Bessel fonksiyonu, g, p sirayla gézlem ve integrasyon noktalaridir.

Yukaridaki integralleri hesaplamada izlenecek yol i¢in dnce asagidaki fonksiyonun Fourier serisine agilimini ele
alalim:
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Fourier katsayis1 F, asagidaki ifadeye denk olacaktir [9]:
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Sag yandaki integrand A - oo igin mutlak yakinsak degildir ancak sol yanda yer alan Fourier katsayisi verimli
algoritmalar sayesinde hesaplanabilir. Bu 6zellik (4a) ve (4b) denklemlerinde, ki bunlar A - o i¢in (4d) ile aym

davranir, integranddan s6zii edilen verimli algoritmalar ile hesaplanabilecek parcay: ayirip kalan mutlak yakinsak

parcalar1 dogrudan sayisal olarak integre etmeye imkan verir.

Gozlem z=d diizleminin iistiindeki bolgede yapildiginda (3), yar1 bos uzaym Green Fonksiyonunu tiim noktalarda

verir. Gozlem noktasi z=d diizleminin altindaki bdlgede oldugunda, g6z Oniine alinmasi gercken sadece



tammlanmig z,zg,zc fonksiyonlarmmn ters isaretli halleridir. ( z(q,p)= z,tz,-2d, z(q.p)= zp-z4 , 2(q)= z4~d

ve zd(p)=z,d).

3.Birinci Tiirden Integral Denklemin Céziimii

Bos uzayda ele alinan tipteki bir halkadan sagilma [7] ‘de ayrintilar1 ile yer almaktadir. Green
fonksiyonu verilen bir uzay i¢in de yontem bu yeni duruma kolayca genisletilebilir. S6z konusu halka eksenel
simetrili oldugu icin iki boyutlu (1) integral denklemi tek boyutlu sonsuz elemanli birinci tiirden denklemlere

indirgenebilir:
211}]'” (rp )Gn (rp 7, )rp dr, =g, (rq ) r, O [a, b], n=0%1%2,.. (5a)

Burada a halkamn i¢ yaricapi, b halkanin dis yarigaps, 7, ve r, ¢ ve p noktalarinin r koordinatlar (silindirik), g,

(r,) gelen dalganin, j, bilinmeyen fonksiyonun, G, Green fonksiyonunun halka {izerindeki Fourier katsayilaridir.

(5a) denklemini ortonormal Chebyshev polinomlar: ile ele alabilmek igin [a,b] araligiin lineer bir

doniisiime tabi tutulmasi gerekir.Bu doniisiim [a,b] araligindaki noktalart Chebyshev polinomlarinin iginde
tanimli oldugu [-1,1] araligina bire bir olarak tasvir etmelidir. Bu tiirden bir doniigiim olacak r, = r](u)
(r, = r](v)), genel halde pozitif tiireve sahip olmalidir (r|'(u ) > (). Hesaplamalarda kullanilan dzel déniisiim

asagida verilmektedir:

u)== u+ o b>a, ul-1,1] (5b)

Degiskenleri uygun bigimde gosterdikten sonra yeni degiskenlerle (5a) denklemi su hali alacaktir
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Burada, K,(u,v) ve §n yeterince diizgiin fonksiyonlardir ve bilinmeyen fonksiyon x,, ile beraber

Chebyshev polinomlari ile seriye agilabilirler. K,(u,v) diizgiin fonksiyonu su bigimdedir:
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Oyleki H ; (u, v) u¢lincli mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir ve;
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Chebyshev polinomlarinin ortonormalligi de kullanilarak, seriye acilmis ifadeler (6) denkleminde yazildiginda,

sonsuz boyutlu bir lineer cebrik denklem sistemi elde edilir:
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Burada Yy, = (1n2) ;Y= |S|

V2 , SZ0, her n=0,%1,#2,43... X,, bilinmeyen fonksiyonun, bs uyarma

teriminin, ksm K,(u,v) c¢ekirdeginin Fourier - Chebyshev katsayilaridir. (8) sistemi Ortogonal Polinomlar

Yontemi ([1], [2]) ile gelinmis son asamadir ve birinci tiirden sonsuz lineer cebrik denklem sistemidir. Boyle bir
sisteme Analitik Regiilerlestirme basit bir bicimde yeni y,=x,/y, degiskenleri tanimlanip, denklemleri Yy, ile
carparak gerceklestirilebilir. Sonug olarak, I ve H karesi toplanabilir dizilerin uzayi 1,’de de kompakt operatorler

olmak tizere, elde edilen sistem, l,’de ikinci tiirden (I +[-Dx =b, x, bO 12 bi¢imindeki lineer cebir

denklemlerinden ibarettir.
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