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Özet: Zamanda adımlama (MOT, Marching-on-in-time) yöntemi, mükemmel iletken cisimlerden elektromanyetik 
dalgaların zamana bağlı saçılımını incelemekte kullanılan yöntemlerden biridir. Bu yöntemde iletken cisim 
yüzeyinde indüklenen akımlar genellikle Rao-Wilton-Glisson (RWG) temel fonksiyonlarıyla ifade edilirler ve bu 
akımların oluşturduğu vektör ve skaler potansiyellerin hesaplanması gerekir. Şimdiye kadar bu potansiyeller 
nümerik olarak hesaplanmıştır. Bu çalışmada, RWG fonksiyonlarıyla gösterilen akımların oluşturduğu gecikmiş 
zaman potansiyeller için analitik ifadeler herhangi bir yaklaşıklık yapılmadan çıkarılacak ve sonuçların 
doğruluğu gösterilecektir. Bu çıkarımlar sırasında RWG fonksiyonunun gösterdiği akımın zamana göre değişimi 
hakkında herhangi bir kısıtlayıcı varsayım yapılmamıştır. 
 
1. Giriş  
Genel bir geometrik şekle sahip cisimlerden elektromanyetik dalga saçılma probleminin çözümü sayısal 
yöntemler ile yapılmaktadır. Saçılma probleminin analizi için tarihsel gelişimi [1]’de genişçe ele alınan zamanda 
adımlama (MOT; Marching-on-in-Time) yöntemi 1990’lardan sonra yaygın bir biçimde kullanılmaya 
başlanmıştır. MOT algoritması içerisinde en yoğun hesaplama, temel fonksiyonlar ile alakalı potansiyel 
integrallerinin sayısal olarak hesaplanması sırasında yapılır. Temel fonksiyonlar arasında uygulamalarda en çok 
kullanılanlardan bir tanesi Rao-Wilton-Glisson (RWG) temel fonksiyonlarıdır [2]. Ancak bu temel 
fonksiyonlarla tanımlanan akım yoğunluklarının oluşturduğu gecikmiş zaman (retarded-time) potansiyellerinin 
hesaplanması için gerekli olan integrallerin analitik değerleri günümüze kadar bulunamamıştır. Bu yüzden bu 
potansiyellerin bulunmasında nümerik integrasyon yöntemleri kullanılmıştır. 
 
Bu çalışmada, elektromanyetik saçılma problemini çözmek için kullanılan MOT algoritmasının içerisinde 
anahtar bir konumda bulunan RWG temel fonksiyonlarının üzerinden akan akımların oluşturduğu vektör ve 
skaler potansiyellerin zaman uzayındaki tam ve analitik ifadeleri sunulmaktadır. Şu ana kadar bu potansiyeller 
frekans uzayında ve nümerik yöntemlerle yaklaşık olarak hesaplanmaktaydılar. MOT matris elemanlarının 
analitik yollarla tam olarak hesaplanmasının MOT algoritmalarındaki hesaplama yükünü azaltmasının yanında 
önemli bir sorun olarak karşılaşılan kararsızlığa çözüm olabileceği düşünülmektedir [3]. 
 
Daha önce yapılan benzer bir çalışmada [4] RWG temel fonksiyonlarıyla belirtilen akım yoğunluklarının 
zamansal değişimlerinin kısmi olarak polinomlarla ifade edildiği varsayılmıştı. İyi bilinmektedir ki akımlar 
genellikle dar bantlı bir yapıdadır ve kısmi-polinom yaklaşıklığı bu dar bantlı yapıyı iyi bir şekilde temsil 
edemez. Mevcut çalışmada, RWG temel fonksiyonları üzerinden akan akımların zamana bağlı davranışları ile 
ilgili herhangi bir varsayım yapılmaksızın zaman uzayında doğrudan formülize edilmektedir. Bahsedilen 
potansiyellerin yay parçalarıyla alakalı olduğu ve bu yay parçalarının RWG temel fonksiyonlarının üçgensel 
tabanlarıyla, gözlem noktasında merkezli R ct=  (c ışık hızı) yarıçapına sahip kürenin kesişimi sonucunda 
oluştuğu gösterilmektedir. Ayrıntılı olarak, skaler potansiyelin yay parçalarının açılarının toplamı ile doğru 
orantılı olduğu ve vektör potansiyelin bu yay parçalarının açıortaylarının bir fonksiyonu olduğu gösterilmektedir. 
Aynı zamanda, yay parçalarının açılarının toplamını ve yay parçalarının açıortaylarını elde etmek için basit bir 
algoritma sunulacaktır.  
 
Elde edilen zaman-uzayı formülasyonunun doğruluğu, frekans uzayında nümerik yöntemlerle elde edilen 
sonuçların zaman-uzayına çevrilmesi ile yapılan karşılaştırmalar sayesinde gösterilmektedir. 
 
2. RWG Akım Yoğunlukları İçin Gecikmeli Potansiyeller 
Bilinen bir ( , )tJ r  akım yoğunluğunun oluşturduğu vektör ve skaler potansiyeller şu şekilde ifade edilebilir: 

152



 ( )( , ) ( , )
4 S

t R ct t dS
R

µ δ
π

−′ ′= ∗∫A r J r                1 1 ( )( , ) ( , )
4t

S

t R ct t dS
R

δφ
πε

− −′ ′ ′= −∂ ∇ ⋅ ∗∫r J r . (1) 

 
Burada 1

t
−∂  zamana göre integrasyonu, ∗  zamana göre konvolüsyonu ve R ′= −r r  gözlem ve akım noktaları 
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şeklinde ifade edilebilir. Burada nA , nr  ve nl  sırasıyla bir RWG temel fonksiyonunu oluşturan üçgenlerden 
birinin ( nS ) alanını, akım yönünü belirten köşesini ve bu köşenin karşısındaki kenarın uzunluğunu belirtir. Bu 
çalışmada, sırasıyla ( )sH t  ve ( )v tH  fonksiyonları için analitik ifadeler bulunacaktır. Bu fonksiyonlara gecikmiş 
potansiyellerin dürtü cevabı da denilebilir. 
 
3. Skaler Potansiyel İçin Analitik İfade  

( )sH t  ve ( )v tH  fonksiyonları için analitik ifadeler bulunmasında kullanılan en temel özellik Dirac delta 

fonksiyonunun sağladığı ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f r t r c dr c f r ct r dr c f ct ct r drδ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− = − = −∫ ∫ ∫  bağıntılarıdır. Bu 

bağıntılar ( ) 1f r r′ ′=  eşitliğiyle kullanılarak 1( ) ( )
n

s S
H t t ct R dSδ− ′= −∫  elde edilir. Bu integral yakından 

incelenirse sonucunun iki yüzeyin kesişiminden oluşan bir yay parçasıyla ilgili olduğu anlaşılır. Bu iki yüzey nS  
yüzeyi ve yarıçapı R ct=  olan bir kürenin yüzeyidir. ( )sH t  integralini alabilmek için orijini gözlem noktası 
r ’nin nS  düzlemi üzerine iz düşüm noktası ( ρ ) olan lokal bir silindirik koordinat sistemi tanımlanır. Şekil 1’de 
gösterilen bu sistemi ( , , )nζ φ  üçlüsüyle gösterirsek ( )sH t  için şu çıkarım yapılabilir 
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Denklem (10)’daki çıkarımlar yapılırken 2 2 ½( )R dζ −= +  eşitliğiyle değişken değişimi yapılmış ve 

1 2 1α φ φ= −  tanımı kullanılmıştır. Denklem (10), ( )sH t  integralinin sonucunun R ct=  küresiyle nS  yüzeyinin 
kesişiminden oluşan yay parçasının raydan cinsinden uzunluğuyla ışık hızının çarpımı olduğunu göstermektedir. 
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 Şekil 1. İntegrallerin alınmasında kullanılan değerlerin tanımı.  
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4. Vektör Potansiyel İçin Analitik İfade  
Vektör potansiyel ifadesini bulmak için öncelikle bu ifade iki kısma ayrılır 

 

2( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
n n

s

v n
S S

H t t

t R c t R ct dS dS
R R

δ δ− −′ ′ ′= − + −∫ ∫

H

H r rρ ρ

1442443 14444244443

. (4) 

( )sH t ’nin analitik ifadesini bulmak için izlenen adımlar 2 ( )tH  için de tekrarlanarak şu sonuca ulaşılabilir: 

 ( )2
2 2 1(t) 1 1 min max2

ˆ( ) sin ( ) ; .( )c ct d t t R ct Rα= − < <H e  (5) 

Erişilen son ifadede 1ˆ ( )te , 1( )tα  uzunluğundaki yay parçasının merkezini gösteren birim açıortay vektörüdür. 
 
5. Nümerik Sonuçlar  
Yukarıda ( )sH t  ve ( )v tH  için bulunan sonuçların doğruluğunu göstermek için köşeleri 1 (10,0,1)n = =r r , 

2 (15, 5,1)= −r  ve 3 (15,5,1)=r  olan bir üçgen ile değişik gözlem noktaları için  ( )sH t  ve ( )v tH  
hesaplanmıştır. Karşılaştırma yapmak için aynı integraller [5]’te verilen yarı nümerik tekniklerle frekans 
uzayında hesaplanmış ve sonuçlar FFT kullanılarak zaman uzayına aktarılmıştır. İki değişik gözlem noktası için 
sonuçlar Şekil 2 (a) ve (b)’de verilmiştir. Analitik olarak zaman uzayında bulunan sonuçalr (TD) olarak, referans 
[5] yardımıyla bulunan sonuçlar (FD) olarak etiketlenmişlerdir. Şekil 2(a)’da gözlem noktası (11, 6,1)= −r  için 
sonuçlar verilmiştir. Görüldüğü üzere sonuçlar birbirinden ayırt edilemeyecek kadar yakındır. Şekil 2(b)’de nS  
üzerinde bulunan (13,0,1)=r  gözlem noktası için ( )sH t  sonucu verilmiştir ( ( )v tH  sonucu benzerdir). 
Görüldüğü üzere gözlem noktası kaynak bölgesinin üzerinde olduğu halde skaler potansiyelde klasik anlamda bir 
tekillik yoktur. Bu beklenen bir sonuçtur. 
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 Şekil 2. İntegrallerin alınmasında kullanılan değerlerin tanımı.  
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