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Özetçe
Bu çal�³mada, ayr�k zamanl� sinyallerin zaman frekans (ZF) analizi için bir Kesirli K�sa Zamanl�

Fourier Dönü³ümü önerilmektedir. Bu dönü³ümün kernel i³levi, Ayr�k Kesirli Fourier Dönü³ümü
yard�m� ile elde edilmektedir. K�sa Zamanl� Fourier Dönü³ümü (KZFD) zamanda kayan bir pencere
yard�m�yla bölütlenen sinyalin, klasik Fourier dönü³ümü al�narak elde edilmektedir. Bu çal�³mada ise
sürekli zamanl� ve daha sonra ayr�k zamanl� sinyaller için tan�mlanan Kesirli Fourier Dönü³ümünün
(KFD) k�sa zamanl� olarak ZF analizine uygulanmas� ve kesirli spektrogram üzerinde durulmaktad�r.

1 Giri³
Zaman-Frekans (ZF) analizi sinyal enerjisinin birle³ik ZF düzlemine da§�l�m�n� karakterize etmekte veya
zamanla de§i³en güç spektrumu kestirmekte kullan�lan bir yöntemdir [1]. ZF analizinde temel hedef,
sinyal enerjisinin birle³ik ZF düzlemine da§�l�m�n�n dürtü i³levi çözünürlü§ü ile elde etmektir, ancak
bu genel olarak mümkün de§ildir [2]. Bu amaçla çok say�da ZF analiz yöntemi verilmi³tir: bunlardan
baz�lar� k�sa zamanl� Fourier dönü³ümü, Cohen s�n�f� ZF da§�l�mlar� (ZFD), Cohen-Posch s�n�f� pozitif
ZFD, Gabor ZF aç�l�mlar�, dalgac�k dönü³ümleri, evrimsel izge analizi olarak say�labilir [1].

K�sa Zamanl� Fourier Dönü³ümü (KZFD) zamanda kayan bir pencere yard�m�yla bölütlenen sinyalin,
klasik Fourier dönü³ümü al�narak elde edilmektedir. �ncelenen sinyalin, pencere ile bölütlenen k�s-
m�n�n dura§an kald�§� varsay�larak spektrum kestirimi yap�labilmektedir. Ayr�k zamanl� bir x(n), n =
0, 1, · · · , N − 1 sinyalinin KZFD ³u ³ekilde verilmektedir [1]:

X(n, ωk) =
N−1∑
m=0

x(m) w(n−m) e−jωkm =
N−1∑
m=0

xn(m) e−jωkm (1)

Burada xn(m) pencerelenmi³ yani k�sa zamanl� i³areti göstermekte olup ωk = 2πk/N ve w(n) sinyali
yerel olarak incelemek amac�yla kullan�lan penceredir. x(n) i³aretinin spektrogram� ise

SKZFD(n, ωk) =
1
N
|X(n, ωk)|2 (2)

olarak hesaplan�r.
KZFD'nün kulland�§�, sabit bir analiz penceresinin zamanda düzgün ötelenmesi ve sinüsoidal Fourier

kernelinin bir sonucu olarak, dikdörtgen örnekleme kafesi elde edilmi³ olur. Pratikte kar³�la³t�§�m�z birçok
sinyal (ses, müzik, biyolojik, sismik, makina titre³imleri vs.) zamanla de§i³en frekans özellikleri gösterir
ve böyle sabit band geni³li§i ile analiz edilmeye uygun de§ildir. Analiz edilmekte olan sinyalin zamanda
bölütlenmesi sonucunda, sinyalin spektrum özellikleri pencerenin özellikleri ile harmanlanm�³ olacakt�r.
Zamanda yüksek bir analiz çözünürlü§ü için dar bir pencere (ki frekansta yay�lma sonucunu do§urur), ayn�
zamanda frekansta yüksek bir çözünürlük için geni³ bir pencere (ki bu da zamanda yay�lma demektir)
kullan�lmal�d�r. Görüldü§ü gibi genel olarak bu çözümsüz bir problemdir; KZFD'nün ayn� anda hem
zaman, hem de frekans çözünürlü§ü yüksek yap�lamaz [1].
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Önceki çal�³malarda KZFD'nün ZF yerelle³mesini artt�rmak amac�yla pencere ç�rp ile modüle edilmekte,
veya sinyalin zamanla de§i³en frekans karakteristi§ine uyumlu yap�lmaktad�r [3, 4]. Bu yöntemlerin bir
ço§unda sinyali en iyi temsil eden analiz parametrelerini bulabilmek için çok say�da deneme yap�larak
bunlar aras�ndan seçim yap�lmaktad�r. Dolay�s� ile çok uzun ve zaman al�c� hesaplamalar gerekmektedir.

Son y�llarda kesirli Fourier dönü³ümü (KFD) [5], kesirli Fourier serisi [6], KFD'nin say�sal olarak hesa-
planmas� ve uygulamalar� ve ayr�k zamanl� KFD [7, 8] tan�m� üzerinde yo§un çal�³malar yap�lmaktad�r.

Bu çal�³mada ise, ayr�k zamanl� sinyallerin zamanla de§i³en frekans bile³enlerinin yüksek çözünürlük ile
temsil edilebilmesi için dikdörtgen olmayan bir örnekleme kafesi üzerinde, kesirli bir KZFD verilmektedir.

2 Kesirli Fourier Dönü³ümleri
Klasik Fourier dönü³ümünün genellle³tirilmi³ bir durumu olan Kesirli Fourier Dönü³ümü (KFD), bir
sinyali zaman domeni ile frekans domeni aras�nda bir u domeninde temsil eder. u domeni t-ω düzleminin
α aç�s� kadar dönmesi ile elde edilebilmektedir. Öyle ki bu aç� α = π/2 olmas� durumunda u, frekans
domeni ile ve α = 0 olmas� durumunda da zaman domeni ile çak�³maktad�r.

2.1 Sürekli Zamanl� Kesirli Fourier Dönü³ümü
Kesirli Fourier Dönü³ümü (KFD), klasik Fourier dönü³ümünün genelle³tirilmi³ hali olup ³u ³ekilde tan�m-
lanabilir [5]:

Xα(u) =

√
1− j cot α

2π
e

j
2 cot α.u2

∫ ∞

−∞
e−j csc α.u.t2 e

j
2 cot α.t2 x(t) dt (3)

olarak verilir. Yukar�daki e³itlikte √1− j cot α faz terimi (−π/4− pi/4) aral�§�nda s�n�rl�d�r. (3) e³itli§i
α = π/2 için klasik Fourier dönü³ümüne indirgenmektedir. KFD çe³itli sinyal i³leme problemlerine
uygulanm�³ ve ayr�k zamanl� KFD üzerinde çe³itli çal�³malar [7, 8] yap�lm�³t�r.

2.2 Ayr�k Zamanl� Kesirli Fourier Dönü³ümü
Sürekli zamanl� kesirli Fourier dönü³ümü tan�mland�ktan sonra birçok ara³t�rmac� KFD'nin ayr�k zamanl�
halini elde etmeye çal�³m�³lar, çe³itli yöntemler önermi³lerdir. Ayr�k zamanl� kesirli Fourier dönü³ümü
(AKFD) için çok farkl� tan�mlar verilmesinin sebebi önerilen yöntemlerin, KFD'nin sahip oldu§u üniter-
lik, tersinirlik, aç�sal toplanabilirlik, ve dönü³üm çekirde§inin dik olmas� gibi önemli özelliklerden bir
k�sm�n�n tam olarak sa§layamamas�d�r [8]. S.C. Pei ve J.J. Ding taraf�ndan [8]'de AKFD için �kapal�
form� bir tan�m önerilmi³ ve bu ³ekilde verilen dönü³ümün dik bir dönü³üm çekirde§ine sahip oldu§u,
üniterlik ve tersinirlik özelliklerini ta³�d�§� gösterilmi³tir. Önerilen yöntem, sürekli zamanl� kesirli Fourier
dönü³üm çekirdi§inin ve dönü³ümü al�nacak i³aretin birbirine ba§�ml� ³ekilde örneklenmesine dayanmak-
tad�r. −N ≤ n ≤ N ve −M ≤ m ≤ M olmak üzere, x(t) giri³ i³areti ve Xα(u) dönü³üm i³levi, s�ras� ile
∆t ve ∆u örnekleme ad�mlar� ile y(n) = x(n∆t) ve Yα(m) = Xα(m∆u) ³eklinde örneklenerek, (3)'deki
KFD e³itli§i

Yα(m) =

√
1− j cot α

2π
∆te

j
2 cot α.m2∆u2

N∑

n=−N

e−j csc α.nm∆t∆u e
j
2 cot α.n2∆t2 y(n) (4)

Yukar�daki e³itlik, dönü³üm matrisi Fα(m,n)

Fα(m,n) =

√
1− j cotα

2π
∆te

j
2 cot α.m2∆u2

e−j csc α.nm∆t∆u e
j
2 cot α.n2∆t2 (5)

olmak üzere, a³a§�daki gibi ifade edilebilir:

Yα(m) =
N∑

n=−N

Fα(m,n)y(n) (6)

Benzer ³ekilde AKFD kullan�larak zaman i³areti

y(n) =
N∑

n=−N

F ∗α(m,n) Yα(m), M ≥ N (7)



Yukar�daki e³itlikte y(n)'in elde geri edilebilmesi ko³ulundan örnekleme parametreleri aras�nda |S|, 2M +
1'e göre asal bir tamsay� olmak üzere

∆u∆t =
S2π sin α

2M + 1
(8)

ili³kisi elde edilir [8]. Bu ko³ulu (5) e³itli§inde kullanarak ve S = sgn(sin α) = ±1 olarak seçilerek,
sin α < 0 ve sin α > 0 durumlar� için iki farkl� AKFD ba§�nt�s� elde edilimi³ olur:

Yα(m) =

√
sin α− j cosα

2M + 1
e

j
2 cot α.m2∆u2

N∑

n=−N

e−j 2πnm
2M+1 e

j
2 cot α.n2∆t2 y(n), sin α > 0 (9)

ve

Yα(m) =

√
− sin α + j cos α

2M + 1
e

j
2 cot α.m2∆u2

N∑

n=−N

ej 2πnm
2M+1 e

j
2 cot α.n2∆t2 y(n), sin α < 0 (10)

Burada, ∆u∆t = S2π sin α/(2M +1) ve M ≥ N ko³ullar� sa§lanmal�d�r. Ayr�ca α = kπ, k tamsay� olmas�
halinde uygun örnekleme parametreleri bulunmas� mümkün de§ildir. Bu durumda KFD tan�m�ndan

Yα(m) =
{

y(m), α = 2kπ;
y(−m), α = (2k + 1)π. (11)

Böylece AKFD'nin tam tan�m� (9), (10) ve (11) e³itlikleri ile verilmi³ olur. Bu çal�³mada KZFD'de
kullan�lan klasik DFT yerine AKFD kullanarak ayr�k, kesirli k�sa zamanl� bir zaman-frekans yöntemi
önerilmektedir.

3 Ayr�k Kesirli K�sa Zamanl� Fourier Dönü³ümü
Frekans içeri§i özellikle do§rusal biçimde de§i³en i³aretler (ç�rplar) birçok pratik uygulamada kar³�m�za
ç�kmaktad�r. Bu i³aretlerin zaman frekans analizinde uygun bir yakla³�m kesirli Fourier analizi olacakt�r.
Dolay�s� ile bu çal�³mada kolay gerçeklenebilir bir ZF yöntemi olan KZFD'nün ayr�k zamanl� i³aretler
için kesirli hali ortaya konmaktad�r. Bu anlamda ayr�k zamanl� bir y(n) i³aretinin ya da sürekli zamanl�
x(t) i³areti ∆t örnekleme periyodu ile örneklenerek elde edilmi³ x(n∆t) i³areti için Kesirli K�sa Zamanl�
Fourier Dönü³ümü (KKZFD) ³u ³ekilde tan�mlanabilir:

Yα(n, m) =

√
sin α− j cos α

2M + 1
e

j
2 cot α.m2∆u2

N∑

k=−N

e−j 2πkm
2M+1 e

j
2 cot α.k2∆t2 y(k)w(n− k), sin α > 0 (12)

ve

Yα(n, m) =

√
− sin α + j cosα

2M + 1
e

j
2 cot α.m2∆u2

N∑

k=−N

ej 2πkm
2M+1 e

j
2 cot α.k2∆t2 y(k)w(n− k), sin α < 0 (13)

Burada y(k)w(n − k) pencerelenmi³ i³areti göstermekte olup, α = π/2 olmas� durumunda yukar�daki
KKZFD, klasik KZFD'ye dönü³mektedir. Sonuç olarak kesirli spektrogram ise KKZFD'nin genlik karesi
olarak tan�mlanabilir: Sα(n,m) = |Yα(n,m)|2.

4 Örnekler
Frekans� 0 − π aras�nda de§i³en (zaman ekseni ile π/4 rad. aç� yapan) bir do§rusal ç�rp i³areti α = π/4
kesir derecesi, N = 128, M = 128 ve ∆t = 0.1 ile analiz edilmi³ ve Sα(n, m) �ekil 1-(a)'da verilmi³tir.
Dikkat edilecek olursa do§rusal ç�rp α = π/4 için, um ekseni üzerinde bulunmaktad�r. Di§er bir örnek
olarak frekans� 0− π/2 aras�nda de§i³en bir ç�rp yine α = π/4, N = 128, M = 128 ve ∆t = 0.1 ile analiz
edilmi³ ve Sα(n,m) �ekil 1-(b)'de gösterilmi³tir. Bu durumda i³aretin spektrogram�n�n kesirli düzlemde
dönmü³ bir ç�rp olarak görüldü§ü ortaya ç�kmaktad�r.



5 Sonuç ve Yorumlar
Bu çal�³mada, ayr�k zamanl� sinyaller için bir kesirli k�sa zamanl� Fourier dönü³ümü verilmektedir. Bu
dönü³üm özellikle frekans içeri§i do§rusal olarak de§i³en i³aretlerin zaman-frekans analizinde ve yüksek
çöznürlüklü güç izgesi elde etmek amac�yla kullan�labilecektir. Benzetim sonuçlar� dönü³ümün ZF düzle-
minde zaman ve frekans eksenlerinin dönmesi ile yeni bir eksen tak�m� tan�mland�§�n� göstermektedir.
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�ekil 1: a) π/4 rad. aç�l�, b) 3π/8 rad. aç�l� ç�rp i³aretinin kesirli spektrogram�.


